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Fisica. - Sullo sdoppiamento dei termini Roentgen e ottici a ca.usd
dellielettronerotante e sulle intensitit delle righe dzl cesio. Nota(') di
G. GrNrrls e E. Ma;onaNa, presentata dal Socio O. lvI. ConsrNo.

r. Vogliamo mostrare in questa Nota che il potenziale di Fermi non
solo permette una buona determinazione a priori di tutti i liveili energetici
degli atorni pesanti; ma permette anche di calcolare con grande ,r trr"ro,
dato il carattere statistico di guesta teoria dell'atomo, 1o sdoppiamento dei
termini; cosa tanto pitr importante quando si pensi che a questi sdoppia-
menti non erano applicabili le forn'rule relettivistiche di Sommerfeld, uscendo
questo fbnomeno fuori dagli schemi della teoria della struttura fina. Infatri
si sa che bisogna ricorrere all'ipotesi dell'elettrone rotanie, ipotesi che del
resto ha perso ogiri cirranere ipotetico e appîre oggi come fondata su solide
basi teoriche, dopo I'ultimo lavoro di Dirac ("). I nostri calcoli si riferiscono
per i livelli Roentgen ai termine 3 M del Grdolino (Z : 6$ e dell'Ura-
nio (Z-92) e per i termini ottici ai termini P del cesio (Z: Sù-

Il potenziale eiettrostatico nell'interno d'un atomo di numero Z si.può

porre sorto Ia forma: V:7:né\ dove g è una funzione numerica inr  ' \p/
genere minor d'uno, che tien conto dell'uione di schermo deile altre cariche
elettroniche. Precisamente in prossimità del nucleo ove questa azione è mi-

'  nima g: I ,  inol tre.per r  crescente .o diminuisce f iuchè, p€r / :  ca e per
. atomi neutri, g : o.

Evidentemente i valori di g dipendono dalla distribuzione media locale
degli elettrbni intomo al nucleo. Di questa nuvola di elettroni si sa inolrre
questo: che obbedisce al principio di Patrli. Quindi la statistica di Fermi
applicata a questo speciale gas dégenere fornisce un'ulteriore relazione fra
potenziale e densitrì elettrica. Scrivendo allora l'equazione di Poisson, Fermi (r)

arriva all'equazione differenziaie:

d'q o? r

- : : . : ln 
cLl l  'Y--  :

d'fz lx p
?,T h"

ll: ------:-- .
'  l l  4 r

zT nT rne'Zî

' Se si fissa l'attenzione su di un determinato el€ftrone si può in prima
approssimazione .ritenere (+) che gli altri Z - t siano distribuiti come in uu

(r) Pervenuta all'Accademia il z4 lugiio 1928.
(z) Drnac, c<Roy. Soc, Proc.>. A, vol. rrl, p, 6ro; vol. rr8, p. 3;r, r9u8.
1i) Fen.nr, nZtscbr. fiir Phvs,,), 48, p. 7i, t928.
(,t) lp., trRendic, Linceirn serie 6a, vol. VII, fasc. !, p.726, tgzl,
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atorlro neutro di 
'u'rero 

z -= | e q'indi scri'ere ir poter:ziare a cui esso,r
e soggetto: V: * l t  *  Q-t) t( , f ) l r  naturalmenre così s i  rrascurano,

.  rL ' \Ft i l '
nel caso di urr elettrone interno, ,opr. tutto re consequenze dei principio
di Pauli, che non è un principio sraiistico ura un ngoroso pri*cipio di escìu-
sione, e nel caso di un elet*bne esterno la porarizzlzione cù* n**. n.l ,.rtoatomico. Tuttavia nel primo caso 1'errore è minimo e nel secondo esistorio
incertezze di piu grave importanza do'ute all'esistenza del sistema p;;ù;;
che si manifesta con regolari osciilazioni di tutte le proprietà aromiche super-
ficiali intorno a un andamenro medio; il soro perseguirrile con mezzi statistici.

L'equazione di Schródinger si scriverà in generale:

o.* *Y[n *

se È è il qLranto azimutale, * ri spezza in una funzione sferica di or-
dine /c e in una funzione der raggio che con'iene meftere sotto h for** 

f ;
la X obbedisce allora all'eouazione;

4*!(z- t \ r l . l , :o.1 1- '  , .1 .

essendo:

8 n" trta : -n;* e, t\ ;  e:*9!ffv,8

I'integrazione numerica peri tentetivi è sernplice nel caso di quanto radiale r
(nessun nodo nella D. In prossimità deilo zero ci siamo ser'iri dello s'i-
luppo in serie della g.

. _ P-.-t il termine' 3 d del gadolino, € : !,,2) e q'indi il termine €spresso
in Rydberg risulta: --E:86,3, in esamo accor,là con I'esperieorn (g6,6;
ove si tenga corì.to della correzione relativistica che abbassa il termine seur-
plice in maniera che risulti la sua distanza dal termine pirl basso precisa-
mente Ia med della dista*za fra i termini effettivi. Lo sdoppiarn.oro io ..n*
teoria semplificata si calcoìerebbe in base all'energia *otu" fra il momento
magnetico dèll'elettrone e il valor rnedio del caÀpo magnetico *irtuale in
cui esso viene a ffovarsi.

La teoria di Dirac dà in prima approssimazione;

# :lw*9-, r + (2.- r)e *.J,

/* t .*  #n'AE :  i -  ,1"
2 óTuznl
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Per i igadol inosi t for , r :AE:u,zoR, inbr"ronaccorcloconl ,espe-
tienzt (r,+ R).

l icalcolor ipetutoper lostessotermined.el l ,urarr iodà:_! , :258R
(anche questa oolt^ in piena arn:onia con il valore sperimentale 255) e

AE : I r ;7 invece dí.12,96.- - 
1. It'."tcoio del terline 6p del cesio, perfettamenÎe analogo al prece-

d*ot*f conduce all'autof'nzione di cui riportiamo i valori n'merici' Si

trovx per il valore del termine:

n: 2.46t)0 c l t r t  .

<li fronte al doppietto spedmentale:

n ' :  19674

t12:  2C228

1o srJoppiamento cxlcolato secondo la fornrula.ricordata. pìir sopra con il

coeficiente corrispondente al di'r'erso qtlilnto azimut*le risulta:

Lfl. : tozo cfir- r

. invece del valore sPerimentale:

ùn - i5+cnx-1

Le divergenze fra teoria e esperienza si spiegano perfettanrente entro I'am-

bito delle approssinrazioni statistiche, fra le quali ha nrassima importanza

q;"if* .1,. àip"nde dal posto che l'elemento occupa nel sistema. 'p::"ilti;
irerir**ente^ essendo ii cesio un metallo llcalino, il resto atomlco ha la

,troitoro con]Patta dei g:rs nobili, di modo che la carica eficace' per l'elet-

trone lumincso tende 
"o, 

.on particolare rapidità. Nè de'e 
-sorprendere 

che

f., to sdoppiamento si manifesii uno scarto tanto piu forte che per l'energia'

Per comprenderne intuiqivamente la ragione.-basta riferirsi al. modello clas-

sico di Bohr-Sornrn"*"i,J; si vede alloia facilmente che tutte le orbite rnolto

*iirognt. e di uguale quanto azim'tale-brnno approssimativamente la stessa

;i;;- perielica- e in uicinnrtza del nucleo si confondono in una unica curva

p*..orr* con la stessa legge orario. ora è essenzialmente in questa zona

it. t,n origine lo sdoppíamento; segue che esso è alfincirca inversamente

proporrionìt. of p.riollo di rivoluziàne (iniervallo.fra due passaggi *1 pe-

li.fioy. Se la non nervtonianita del campo si manifesta fortemente, come

nel nostro cmo, giàr a non grande dist*nza dall'afelio, un allungamento anche

tnodesro delforbita determil',a una variazione considerevolissima del periodo

il-rir.i"rì";g(r). per resro un calcoro diretto mosrra che'la nostrn inter-

( r ) In 'generale,per l ivel l inonecci tat ioper l ivel l iecci tar i t l ideboleqt lantorzi .

mutale, si ha nel modello classico un ordinario moto a rosetta' A1 contrario, per talUOi
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pretazione è fondata' s,pponiamo di correggere il potenzirle statisticq inguisa che il varore der termine si accoidi con queilo sperimentare. ciò puofarsi in infiniti modi; tutravia uua rimitazion. ui i,npo,,,e, 

" 
.ioc che il po_tenziale c'fretto si:r sempre intermedio fra qtrello statistico e quelro new_toniano limite. si trovrr ailora clre esiste un .limite superiore per. ro sdop_piamento calcolato in base ali'autofunzione corrispondente, il quare varc:

Arf l  
-  7iA Cm-'

esso corrisponde.nl pî*1igio. brusco rrer potenziare statistico a quello new-toniano a una distanza di circa 2,2A dal nucleo. Con un ra.cor,ro piuverosimile fra potenziale statistico e ne$roniano ,l.f iipo, 
-

Ús-9:a*Èg

11, --11,,  
-  "

si trova un valore in.quasi perfetto accordo con l,esperienza.
Abbíano ín6ne calcol"! 

1l lnpporto fra le intensiii tlelle prime duerighe di assorbimento. se ii in,ric, .on {o i,autotbnrion. corri*poncrenteal termine foudamentale 6s e'con t{Jl e ùí quelle corrispondenti ri terrnini6p e 7t, tale rapporto vale: 'r

Le auto-funzioni sono sute determinate conservando il potenziale sta-tico fino 
^ 

r : z,z i\ e il potenziare ne*tooiano a distanza maggiore. Inqueste condizioni, come si è detto, si ottiene p.t i1-;;;;e-61 il r,aroresperimentale; è norevole che nelle stesse condizioni anche il valore Eoricodel termine 7p si accordi presso che esattanente con l,esperienza. per ra-gioni di semplicitl non si è determinaro teoricamente il teimine 6r; r,auro_firnzione tlo è stata invece cosrruita dall,infinito 
" 

fi;;;;;" s;;de disranzftdal nucleo, in base aJ varore .p.rir"n,.i" der termine. L";';"" norma-lizzate sono riportate nella tabeila. Si trova i

+-r2i

,utr.lo 
sdoppiamento del termin. ln ."t"ot.ro in base all,aurofunzione tli, rì-

Lsn : 22o cfti-l

livelli eccitati di forte quanto azimntare, r,orbita di Borrr-somnrerferd si spezza in due di-stinten di cui rfuna si svolge nelia zona profonda defrtonro, l,arrra nérh regione piiresterniì. Il modello cessa allora di dare ind'icazioni intuitive.

i, I / +'$', xt d'x l'
-  -  

|  w ' i

, .  
_t_7.-  

i .Ù2 
| I *,ú'-' *t d* |
t t f
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e .leve ancora cousielerarsi come trn limite superiOre. L'edperienza dà:

Ao :  IBI

in accordo ciuesta volta assai nrigliore, Per ragioni frrcili a comprendersi.

'f,r.vot* II. T.rvor,,r III.

X:

.-_----i!----i-
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SUITITA X'ORMAZIONE DELLO IONA
MOIECOLARD DT ELIO

Nota cli Erronn Ma,loneNe

úe osservazioni di Wrrzpr, e Prs'r':ir, (1), Cunrrs e }fanvny (r) e
altri sullo spettro di bande detl'elio hanno dimostrato che alcrurc
eostanti molecolari (quanto di oscillazione, momento di inerzia)
tendono, per gli stati più elevati dell'elettrone ruminoso, a limiti
determinati che è naturale attribuire alre corrispondenti grand,ezze
dello ione Eer+; di questo è così climostrata ra possibilità di esistenza,
alneno nello stato fondamentale, a cui è da ascrivere (s) con sieu-
rezzara configurazione (lso)' 2pt'2, e poichè si ha motivo di cr.edere.
seeondo le più recenti conclusioni ali lv. wprznr, (a) che la molccola
neutra si formi da un atomo nello stato fonclamentale e un ato'ro
eecitato, si può prestlmere che lo ior,e si dissoci, per quanti di oscil-
lazione elevati, o per un allontanarnento acliabatico àei nuclei, se,
come vogliamo fare, ti riguardiamo come fissi, in un atomo neutlo
e un atomo ionizzato, entrambi nello stato fondamentale (d). Noi
vogliamo qui stucliare la reazione HelrIc+ dal punto ,ì i 'uirtu
energetico e dimostrare che essa può effettivamente condurre alla
formazione dello ione molecolare; un carcolo cli prima approssima-
zione dà. anzi in questo caso per la distanza di equilibrio clei 

''cleie per il quanto di oscillazione valori che assai bene si accordano con
quelli trovati sperimentalmente. il metodo seguito è quello applicato
la prima volta da Hsrr',nn e Loroox (u) ailo studio delra inolecora

(t) W. WErzEr, e E. pnsrlr,, < ZS, f. phys, >, 6g, 97,
< ZS. f. Phys. >, 6G, 7ZT, 1929,

(r) W, E. Cunrrs e A. IIenvuv, < proc. of Boy. Soc. >,
(a) W. Wuzri, ,  <ZS. f .  phys. >, 6Gt 727,i .g}g.
(r) W. Wnrzrl ,  << ZS. f ,  phys. >, 69, Jl0, 19g0.
(5) Cfr. F. l luNo, < ZS, f .  ptrys. >, { iB, 219, 1980,
(6) W. I[Erîr,En e F. LoNnox, << ZS. f. phys. >>, 4+, 4SS,

1929; IV. Wr:rznr,,

I95, 484, l fr :9.

1937.
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di idrogeno e consiste nell'assumere, come autofunzioni erettroniche
della molesola, determinate combiuazioni rineari deile autofunzioni
appartenenti agli atomi separati, e nel valutare su di esse il valor
medio dell'interazione fra i due atomi; ma è da notare che avenclo i
nuclei la stessa carica ed essendo uno degli atomi iontzzato, il pro-
blema è, come vedremo, meccanicamente affatto d.iverso da quello
esaminato da rlnrrr,nn e r-,,owroN, e in genere cla quello contemplato
clall'ordinaria tcoria d.ella valenza omeopolare (t).

1. Supponiamo gli atomi separati e a grande distanza; s€ pr.e-
scindiamo per un momento dal fatto che stati in cui il primo atomo
è neutro e il second.o ionizzato, e stati in cui il primo atomo è ioniz-
zato e il secondo neutro, hanno la.stessa energia e vanno quincli
cofsiderati insieme nel calcolo di perturbazione, e riguardiamo in-
vece iI primo atomo eome neutro e ir second,o come íonizzato, abì.ria-
mo un problema meccanicamente simile a quello della reazione (r)
He I H, e poichè a He appartiene un anello elettronico chiuso,
il modo di reazione è unico, cioè uon ha ruogo per I'interazione clei
due atomi, una separazione di termini (soddisfacenti al principio di.
Parn r) e 

-inoltre 
le îorze di risonanza sono certamente repulsive.

vero è che le forze attrattive di polarizzazioire sono nel nostro caso
di natura diversa da quelle che agiscono fra atomi neutri, percliè
mentre le prime dipendono da un potenziale she diminuisce a srarrrle
distanza come À-{ le seconde si annullano più rapidamente, t ipen-
dendo da un potenziale che vària come R-6, ma è da osservare che
la polarizzabilità dell'atomo neutro -He è assai piccola e perciò in
nessun modo le forze d.i polaúzzazione possono da sole dare origine
ad uno stabile legame. Per spiegare la affinità chimica rra He e He+
dobbiamo invece togliere la restrizione posta e lasciare libero I'atomo
neutro, di ceder quando voglia, un elettrone all'atomo ionizzato c
di assumerne quindi le veei. Questo ha per effetto di sdoppiare il ter-
mine risultante dall'unione dei due atomi, press'a pocó senza alte-
rarne il valor medio; e lo sdoppiamento clipende non più claìla
risonanza clegli elettroni, ma dal comportamento delle autofunzioni
di fronte alla riflessione nel centro d.ella molecola, potendo esse re-
stare inalterate per la detta ùwersíone,. e si clieono pari, oppure

(t) tr'. LoNoorv, < ZS. f. Phys. >, 4G, 455, TDZT ; 60,24, 192g, W. It5lrr,rn,
<ZS. f.. Phys. >, l l8, 47, 1927; 42, 8A5, 1928, per una visione cli irsieme,
W. lfnrrr,ln, < Phys, ZS. >, gl, 195, 1930. E. A, Ilyr,r,Enees ha incourraro
I'ulteriore clege:rerazionc tlcri'a'te daltruguaglianza rlei nuclei nello studio
clella reazione fra atomi tli idrogeno diversamente eccitati, < ZS. f. pbys. r,
61, 150, 1928.

(2) Cfr, G. GnNrir,r, < ZS. f. phys. >, 69, Zgb, 1930.
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mutgre segnq e si dicono d'ispari. si potrebbe parrar.e di risona,zadei nuclei, ma solo per metaiora, non già nel ùnso.profrio, clc adiferente, poichè qui consideriamo soltànto re autofunzioni erettro-
lt:î.-_T 

separazione del termine dovuta alla sua parità o disparità
e dr un'orcfrne di grandezza maggiore deu'energia dovuta alle forzerepulsive di aalenza; dobbiamo quindi ritenere .n. orro à.i modi cli .re&zrone corrisponde a repulsione e non dà luogo a legame chimico,

.' m.qntre I'altro dà origine a forz,e attrattive e cooaucl alra forma.'. zione dello ione morecolare. possiamo riconoscere i due modi r]i rea.zione con le considerazioni seguenti. poichè abbiamo a che fare contr-e-elettroni, si può pretendere che due di essi, e siano I'elettrone r,e l'elettrone 2, abbiamo ro spin paralrelo; l'autofunzione d.eve ailora
qssere antisimmetrica nellc coorcrinate dei truc primi erettroni, cosìche per nuclei morto rontani essi stanno oertamente l,uno in vici-
:a!za' 

di un.nueleo (a), e I'altro in vicinanza deil'ariro 
"".r* tul .'posso[o cambiar di sede solo contemporaneamente; e |autofunzione,

. in quanto dipendente dai primi due erettroni, cambia ailora di segno.segue che gli elettroni 1 e 2 danno ruogo insieme ad un terminedispari descritto da un'autofunzione ehe- cambia-*u** *""i"ru".' sione; ma i soli stati inclividuari cle vengono in considerazione sonoquelli che derivano dagri stati 1s degli atomi separuti u-oioa"rro uZpq il primo pari ed il seeondo dispari, e gli elettroni 1 e 2 sonoquindi un elettrone 1so e uno 21oo (o vioeversa).
Al teruo elettrone potremo assegnare un'autofunzione pari (lso)

! *, dispari (Zpo) 
-ehe 

si formano rispettivameotu p."^so**u odiferenza dalle autofunzioni degli atomi separati; nel primo easo
otteniamo come configurazione complessiva (1so)2 2po2[, luella cioè

. che appartiene allo stato fondamentale cli lier*' , .or"i*pilà. 
-.fut_

tivamente ad. atftazione dei due atomi, nel secondo caso troveremo
inveee Ia conúgurazione 1so (2po1 "2'che appartiene a un ]ivelro
eccitato, probabilmente instabile di He"+, e dà luogo all ,altro modo
di reagione, qrrello cioè che corrisponde a repursione. vediam. di-;;;ehe la eausa essenziale-della stabiliià di IIer; è quella ,tàr*u iu*p*u_
vede alla stabilità dello ibne molecolare dí idrogeno.

- 
'2. Se con@ e g indichiamo le autofunzioni dell,atomo (o), rispet_

tivamente neutro o ionizzato, e con u e rf querre anaroghe iÉiraìo-o
(D), come autofunzioni imperturbate degli atomi sepirati dovremo
eonsiderare le sei seguenti che derivano |una dali'altra per permu-
tazione degli elettroni e scambio dei nuclei.

d, : 'grUra,  B, :  { ,Orr ,
Ar:gzUar,  Br: ' l r@r, ,

/ r :  gaU,,  B,  :  , l r@,r,

( l )
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Ir'interazione degli atomi, spezza.il termine multiplo sei volt€
separando le autofunzioni corrette cli approssimazione nulla seconclo
i caratteri di simmetri? (') negli elettroni e secondo il comporta-
mento rispetto all'inversione. Indicando con un segno f i termini
pari e con un segno - i termini dispari. le sole simmetrie che si
presentano sono le seguenti:

(123)*, (123)-, (123)*, .(123)-,
e si lranno in corrispond,enza quattro termi'i, di cui i primi due
sono semplici e gli ultimi due doppi, .per degenerazione nascosra;
e poichè i primi d.ue sono escLusi dal principio di paur,r, essendo
simmetrici nei tre elettroni, rimangono in campo iI terzo, che a
causa tlella sua parità corrisponde alla configurazione lso (2po)z 22,
e iI quarto che è per noi il più interessante, poichè porta alla for-
maziore di IIe"+ e cluinc'li alla configu'azione (Lso)z zytozz. Le auto-
funzioni dei quattro termini sono, a meno di un fattore d.i norma-
lizzazione:

l tZel*  Ur:  Ar-r  Ar-r  Ar-+ Br-*  Br-r  Br,
(123)- yu: A, .-+ A. +- A, - B, - B, - B,

/  ( i23)-F ! /a:  at  -  a,+ Br-  B,
, -
I  (123)* ! / t :  Ar -  A2- B,-+ B,

ossend.osi *o.t*u per il terzo e il quarto l'autofunzione antisimme-
trica in 1 e 2. La funzione di perturbazione è naturalmente d"iffe-
rente seconclo che si considera I'uno o l'altro degli stati impertur-
bati (1), poichè gli elettroni non figurano simmetricamente o"u'Hu-
miltoniana degli atomi astrattamente separati, e abbiamo allora sei
Hamiltoniane differenti, secondo la eonffgurazione degli elettroni,
per gli atomi separati e una sola, simmetrica, per gti atomi riuniti.
Nella configurazione :{, I'energia di perturbazione sarà espressa,
ad es., da

rr 4e2 e2 ez 2e2 2ez 2ezu: n *  ,u* r"-  , " -  , - -  , .* ,
essendo R, rr, r'-r rrbt rzot tln, le distanze clel nucleo e dell'elettrone
del primo atomo dal nucleo e dagli elettroni cìel secondo. La variazione
di un generico autovalore si otterrà in prima approssimazione cìall'espres-
sione simbolica

(2)

l11,uy,a,(3) Et-+-

)u,a,a'

(t)  tr ' .  I IuNn, < ZS. f .  Phys. >, 4g,7BB, j .gZT.

( i : t ,2,3,4)
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badando ohe .E opera differentemente, come si è detto, sui vari ter-
rniii dB cui ogni g; risulta costituita a norma di (2). Esplicitando
ta (3) troyiamo

'i,,

1.,  : '

: . :  ' (41
E2-

Et:

(6) fo:tlral,a"; tr:ln"nAdr;

t, -ln,nt,a".

,  I r - r2Ir-+2Ir-* I ,
"r - 1 -r 25, -r 2S, -+- Sr,

I r -2I1-+ 2I ,  -  I "
1 - 28, -r 28, - Br'
ro-rr--rr- r r ,
1-8,-rSr- t -Br '

n In-+ I r -  I r -  Io
H:-."1- 7 +S,-Sr-Sr '

essendo

(5) Br:tnr.a.,ar; S,:fA,Ad,"; S,-!n,A,ù;

r, -fa,na,,t,;

Per nuclei abbastanza lontani (ma non eceessivamente) tutti gli
integtali "f sono negativi e gli B positivi e per l'ordine di grandezza
si ha

-/r)- I " ) - - I ,
sr>s2>83.

Preseindendo nelle (4) clalle variazioni dei denominatori, che a cli-
stanzu suffìcientemente grande sono prossini all'unità, e trascu-
rando' Iu I'energia risulta essenzialmente costituita dalla << enersia
elettrostatica >> /0, che è comune a tutti i termini, anche non pau-li-
stici, e si può trascurare a causa della sua piecolezza, e da combina-
zioni della << energia di scambio >> I", che corrisponde alle forze <li
valenza, e della energia .f' che è preponderante e nasce dalla sim-
metria d.el termine rispetto alla inversione. Limitandoci alle solu-
zioni y" e go c}:le sole hanno senso fisico, e badando all'ordine di gran-
d.ezza e al segno di I, e 1r, trov.iamo confermato cb.e g" dà luogo a re-
pulsione mentre .fn conduce alla formazione molecolare.

Di quest'ultima ormai ci occuperemo esclusivamente.

3. La valutazione di .O, in funzione detla d.istanza, cioè Ia deter-
minazione della così detta eurva potenziale della molecola Eer+, ri-
chiede la valutazione clegli integrali (5) e (6), ma poichè la auto-
funzione dell'atomo neutro di elio nello stato fondamentale, pur
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essendo stata num€rieamente calcolata con notevore esattezza (1)
non è suscettibile di sernplice espressione analitica, dobbiamo dinecessità operare con autofunzioni imperturbate arquanto schema-
tizzate. Potremmo ad esempio, second.o lruso, assumere come statofondamentale di rre il prodotto di due autoiunzioni del iipo idro-geno con .ono z efficace pari a r,6 -+ 7,7, second.o il criterio i cui siricorre per la 'determinazione; così se si vuore cle |energia media
abbia il valore migliore (minimo) bisogna porce Z = Z _ g : 

.
16-:1,6875, se invece si vuole che la costante diamagnetiea si accordi,

così con il valore sperimentale, com€ con quelo fornito da aecurate
valutazioni (2) teoriche, bisogna assumere Z:7,60. Ma ineertezze
di maggiore gravità sono insite neila natura del metodo, il quule
non è atto a fornire che una prima alquanto rozza approssimazione.
rl metodo d.i rrnrrr,nn e r-,oNooN dà infatti indicazioni inattendibili
per atomi molto rontani, e non solo perchè trascura Ie forze di pora-
rizzazione (s), che qui sono preponderanti, ma anche perchè dà
errate, nell'ordine cri grandezza e nel segno re forze di 

"i.oouoru.Nel caso, ad esempio, delra morecola di idrogeno, trattato cra. rhrrr,rn
e r'roNoou, l'energia di sca,mbio diviene positiva a grandissima di-
stanza, poiehè alrora |integrale di sucruna (") prevale s. tutti gli
altri, ciò che porterebbe a credere che ra soruzùne antisi'rmetrica
sia più profonda di quella simmetriea Ma questo è da esclud.ere rubase a teoremi generaì.i (6),,e l,apparenza contraria indica solo im_perfezione del metodo. per distanze poi dell'ordine della d.istanza
di equi[ibrio è verosimile che re autofunzioni perturbate d.ifferiscano
assai sensibilmente da quelle imperturbate, cosiechè la prima ap_prossimazione non può avere che un valorp indicativo. È." qourru
ragioni abbiamo creduto d.i proceilere ad una schematizzazrone chepuò parere eccessiva, e che si potrebbe infatti aimioui"e, m1 con
calcoli laboriosi e di non certa utilità. Abbiamo quindi assunto
come autofunzioni dei singoli atomi, autofunzioni del tipo ich.ogeno,
ma con uno stesso z - 7,8, così pe' I ratomo neutro, come per lo ione.
Gli integrali (5) e (6) si riducono allora a integrali eleJentari ben
conosciuti, fra cui quello già ricordato cli suoruu. si trova così
che la curva potenziale, presenta un minimo quando ra distanza

(n) I .  C. Slarnn, <phys. Iev.p, EZ, g4g,192g; E. I lyLr,nneas, (ZS. f .
Phys. p, 84, 947, 7gzg.

(r) I. C. Slar&n, loc. cit.
(s) R. Ersrnsorrrrz e F. Lor,roow, < ZS. f. phys. >, 60, 491, 1980,
({) Y. Sucrunt, <ZS. f .  phys. >, 46, 4g4, lrg21.
1r) W'. Herrr,un e I. lonpor, Ioc. cit.



E lúa.IoaANA - 8ULI,A X'ORMAZTONII DUIJTTO toNE MOfTECOLARE Dr ELro

'nuclei ha iI valore

. : : . ' . . . ' ' . . -."1*3gh.e sperimentalmente (') d,- 1,09?A. È probabile che
rfsatta_ valutazione degli integrali (b) e (6) migliori it già
,:ggco,Idg fra i due vàlori. I-r,energia corrispondente risultà:

'S i t r1. . . :  , .  '
.,1i,:i-:r.:.r 1-. E,nh.: - 1r47V: - 32500 cal. .

1l :a. -

. r- Mancano in proposito dati sperimentali, e dobbiamo riguardare il

Raocogliendo tutti gli errori 'del metodo neile parore <<forze di pora-

dal potenziale

e2_qm

. essendo a,=0,20.10-2r la polarizzahilità, dell,atomo neutro di elio,
e se ammettiamo che tale espressione sia ancora press,a poco valida
alla distanza (vera) di equilibrio, ciò che è assai dubbio, troviamo
conae valore presumibile dell,affinità chimica :

- E - 2,4V - bb000 eal..
Possiamo infine calcorare il quanto iniziare d,oscilazione da

*== !  1 lL /Fa1î;" v n: \rs,),
1

M": tMHs:3,30.16-rr la massa ridotta cìell 'oscillatore, e

la derivata seconda. della curva potenziale nel punto di equilibrio.

il calcolo dà : 3,03.105 erg./cm.z troviamo

m: 1610 cm.-r

in aecordo casualmente perfetto con il valore determinato sperimen-
talmente (2), n:7628 cm.-r, del primo quanto cli oscillazione.

Ringrazio vivamente il Prof. E. Fermi che mi è stato larEo di
preziosi consigli e aiuti. Ringrazio anche il Dott. G. Gentile p"il'io_
teresse con cui ha seguito questo lavoro.

(t) W. E. Cunrrs e A. Ilanvnv, loc. 6it.
(r) lV'. WErzEt, ( Zl.t. f. phys. >, 69, 727,1929. W.. E. Cunrrs e A. IIanvrv,

loe. eit.

una più
notevole

essendo

ff.!'),
Poichè /drE\

\m),
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di
o. M. ConnlNo.

Termini anornali con entrambi gli elettroni eccitati sor:o da lungo
tempo conosciuti in'atomi con due elettroni di valenzal notiamo in larti-
colare i seguenti, che sono in parte ben noti in numerosi elementi neutri
o ionízzatt :2p 2p !P,, , ,  2p 2p'D, 2p 2p'S. Formalmente arralogo
a questi ultimi brrebbe, secondo una r'ecente interpretazione(t, il termiue X
della niolecola di idrogeno, a cui spettérebbe precisamente la configurazione
(z pa) ̂ Zg. Ma I'analogia non sussiste nei riguardi energetici I mentre
infatti negli atomi Ia frequenza della riga zp 2p->rs 2p è dello stesso
ordine di grandezzadella frequenza r J 2 p+ r s 2 s, al contrarioiltermine
X è relativamente profondo, poco più alto del termine norir:ale r so z po 'In
con cui dà intense combinazioni nell'ultra-rosso, ma il secondo a sua volta

' è.assai pirl elevato dello stato fondamentale (r so)a'Eg (ca. rz volt.); sorge
di qua la difficolta di giustificare in via teorica la anornrale posizioúe eqer-
getica di detto termine anomalo e la sua stessa esisrenza. A tale difficoltà
weizel 'ha cercato di owiare con, una valutazione problematica, fÒndata su
dubbie analogie; noi abbianro affrontato direttamente la questione, e i nosti
celcoli seribrano confermare la presunzione di Weizel che esista un ternline
profondo (zp")l'Xg, benchè la distanza teorica di equilibrio dei nuclei si
accordi meglio con il ternrine K (secondo \Meizel zpo lpo'Eg).che con
il termine X.

Risulta peialrro che la'qualifica di stato con due elertroni eccitati è
puramente formale, e in realtà la designazione dei tèrmini mediante gli stàti
dei singoli elettroni, se E$ova alla loro numerazione e al riconoscimento di
quei caratteri di sin:metria che non sono turbati dall'interazione, non per-
mette d* sola di trarre conclusioni attendibili sulla forma effettiva delle
*utofunzionil le cose stanno qui ben diversamente'che nel caso di carnpi
centrali, dove è in generale possibile astiarre dall'inrerdipendenza ilei movi-
menti degli elettroni (polarizztzione), senza perder di rista l'essenziale.

Il termine (zp") "Xg di cui ci dobbiamo occupare si può pensare
come parzialmeile costituito dall'unione^H+ + H-, il che non significa
che sia un composto polare, poichè per I'uguaglianza dei costiruenti il mo-
mento elettrico cambia segno coa frequenza elevata (frequenza di scanrbio)

(r) Nell* seduta del 4 gennaio r93r.
(z) W. Werzer, qZeimchr. f. Phys. >, 65, 456, rg1oì

Fisica (Fisica teoriqa). - Rearjone psendopoldre fra atomi
idrogeno. Nota di E, MeloneNe(,) presenrata dal Socio
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e non è quindi osserr-abile; in questo senso parliamo di .orrrporro pseudo-
polare.

Tutto ciò vale soltanto in una rozzl 
^pprassimazione 

e per una descri-
zione pitr accurata, benchè ancora lssai schematica,. è necessario considerare
la reazione H+'+ H- insieme conl'altra H + H che fu da sole esaminata
da Heitler e London('); limitandoci allora ai termini pwi che ne risultano
$oviamo: r) lo stato fondamentale (r so)"tEg in seconda approssimazione
rispetto al n:etodo di Heitler e London; z) lo stato anomalo (zpo)"'8g.
Il primo deriva prevalentemente da H + H, il secondo prevalentemenre
da H+ + H-.

r. Se si divide lo spaào delle configuraz\oni in quatrro. regioni aa, ab,
ba, bb, secondo che ciascuno degli elettroni è più vicino al nucleo a o al
nucieo ú, e si prescinde per un momento ci:rll'interazione, Ie quattro possi-
bilità sono egualmente rappresentate nello sato (zpo)*Eg ma l'irurofun-
zione è, ad es., positiva in aa e bb, negativa negli altri due casi; I'intera-
zione accresce la probabilita di trovare il sistema di aa e úú e diminuisce
quella di trovarlo ín ah e úa. Si riconosce facilmente questo comportamento
anormale osservando che lo stato (z pc) "Eg deve essere ortogonale allo
stato fondamentale, e in questo, come la riconosciuta applicabilita del metodo
di Heitler e London lascia presumere, sono rappresentati in modo prepon-
derante, per nuclei sufficientemente lontani, Ie regioni ab e ba; possiamo
quindi ritenere che con qualche approssimazione appartiene a (zpo)"'Ig
l'autofunzione di H- + H+ simmetrizzata nei nuclei; che tale approssima-
zione sia peraltro insuficiente s'immagina facilmente se si osserva che in
tal'rnodo le superficie nodali vanno interamente perdute. Queste ricompaiono
se si include nel calcoio di perturbazione l'unione H + H di iue atorni
neutri. Indicando con 0r, € Yr. le autofunzioni elettroniche di H- rispet-
tivamente intorno al nucleo d e intoriro al nucleo ú, e con g o r|l l'autb-
funzione dell'atorno neutro a o b, si possono costruire come combinazione
delle configurazioni H- + H+, H+ + H-, H + H (quest'ultima doppia pèr
risonanza degli elettroni) due autofunzioni pari appartenenti al sistema dei
singoletti:

( ' )

Degli altri due stati ct'e derivano delle stesse configurazioni ed hanno sim-
metria differente non ci occupiamo; essi sono lo stato dispari dei tripletti
t sa z !c:Io, instabile e già considerato da Heitlei e London e, con qualche
approssimazione, lo .stato r J6 2 ?6'Eo che appartiene ai singoletti ma è
anch'esso dispari. Gli stati J,t e )a dati da (r) non sono òrtogonali, ma lo
stato fondamentele (I ro)"'Eg e lo stato anomalo (zp"),'\,devono risul-

(r) r&. Hunen e F, LoltooN, <Zeitschr, f ,  Phys. r>,44,4rt,  tg27,



l I "+I , - ( r+S)E(2) 
|  "M-zeE

essendor' se le autofunzioni sono reali:

. -  
Ío -

tare da loro combinazioni ortogonali. L',eguazione secolrre per la determi-

nazione degli autovalori si scrive:

zM-zQE
Lo+L,-(r+R)E

G)

i  Io :  i r ,*"H 
g,  ù,  dt

,  
I , :  l+r* ,Hgi{"dt

I t,: .1t," " 
.D,, dr

J r, : J'4,, t Y,, dt

'  j  M: iq,ù"H(D,.dc
I  t^

I  s:J*,ù,p,* ,dt
I  n :  iú,,v,"d.
lJ

\  o:  Jr ,* ,Q,,dt

.Se si assume come zero dell'energia cu9llarad es', degli atomi neutri

sep-arati si può .riguardare H come perturbazione; la difierenza delle energie

ai H+ + É- 
" 

*H 
+ H figura .ilot* outotalmente come perturbrzione

guandoHèappl icatoa@,roaVrr '  !  î  . t -* 

". 
parte àègli int"gr"ii G) ,i trovano in Heitler e London (') e Su-

grura(r); per 
'ali,tare 

gli altri-dobbiamo procurarci una espressione appros-

íi*"r* di'O',. Questa'autofunzione, che descrive lo ione H-' non è esat-

1xmente conosciuta, ma il suo aùtovalore, che è legato all'*ffir:itàr elettronìca

clell,idrogeno, è stato calcol*to con estrema precisione da varî aurc1i(t);

luesto .I*ptfi.* la valutazione degii integrali (3) poiclrè H si riduce ad un

dp.r^ror. finito. Come espressione 11 9'" 
possiamo assumere. con una certa

niprorri*n"ione il prodotìo (D, ig, di due autof*nzioni dipendenti dai singoli

ei.ttroni; Ia soluzione migliore, nel senso della rninìma energia, è allora,

c.,rle è noto, quella forniia dai metodo di Harthree, che nel no$ro caso è

con grande approssimazione:

(l) W. Herrlen e F" LoNooN, loc' cit' 
-

(a) Y. Sucruna, <Zcitschr. f' Phys' o' 1t, 484t t9z7'

ìl i  H. rrror, oZeitJr. f. Phys.r,, l17,8rs, rgzg;E A' Hvr'Lsnees'\ví'6o' 624'

r91o; P. Srlnopuanosrr, i.vi, 65,8o6' l93o'

*,: * (u-"""i--r- ',u-;i)
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è analoganrente per @,, ma benchè sia possibile esegtire tuÎti i calcoli con

ouesta ùtofunzione, la complicazione è eccessiva è abbiamo preferito l'espres-

sione Pitr semPlice
.  t r  r r

Or:Ce-*""

che è stata usata da Hylleraas nella sua teorìa dell'idrite di litio solida G).

L'uso dell'antofunzione approssinrata @,, e il ntodo convenzion*le d'inten-

dere H @," fornisce per M due valori differenti :

Abbiarno preferito la prima espressione che è pitr semplice e forse pirl

esatta, ma come la seconda non si prestir al calcolo, il ContrOllo non ci è

stato possibile, salvo che in casi liniiti. il piir alto degli autovalori di (z)

che appartiene a (zpo)r,Xg diviene mir:imo a una distanza che rnale si ac-

cor.l"'ion la.listanzà dequilibrio del termine X (circa 2 À. in luogo di r,35),

ma l'energia risulto allora di 7.5 volt al di sopra di quella degli atomi neutri

separati e nello stato fonrlamentale,'cioè circa ziall cm-r sotto il limite

normaletliH, (sperinrentalmeute per il termine X: 22ooo cm-') e questo

risultato g ancÈe troppo fàvorevole, poichè per il metodo seguito era da

aspettlrsi un valofe notevolmente minore del vero. Benchè non possiamo

.u.lud.t. in modo assoluto che f irrterpretazione di Weizel sia falsa e che

il termine (2po) " Xg , certamente stabile e relativamente profondo, nott sia

il termine X mr, o il termirre I(, o altro termine non írncora ossefvato'

si iruò forse attribuire l'errore nella determinazione della posizione di equi-

librio e il risultato tfoppo favorevole tlel calcolo dell'energia all'uso di una

autofunzione poco corfetta per H-; una valutazione quantitativa è difficil.e'

ma sembra certo che quella approssimazione tende a produrre errori nel

senso stesso delle divergenze constata:e fra calcolo ed esperienza.

(r) E. . \ .  HvtreRars, cZeitschr. f .  Phys'>,67,77t, rg1o.

tut :,1g, {, H (D,, dt e lvl : J o," H q, Ù. dt .



















TEORIA RNLATIYTSTIOA DI PARTICEILE
CON I\{OMENTO INTRII{SECO AR,BITRARIO

Nota di Etronn Ma,loreue

sunto. ' Ltautore stabil,isce equaaioruí, ilorzir,a rinqari nerlte*ergio e relati-
oi,stícamente ónuari.anti per particel,la auenti momento angohíe intrinseco
cornúnque prefissato.

La teoria di Drnec creil'erettrone fa uso, come è noto, di una
funzione d'onda a quattro componenti delle quari, quand.o si consi-

'derino movimenti lenti, due hanno valori trascurabili mentre le
altre due o,bbediscono in p'ima approssimazione all,equazione rìi
Scnnónrncnn.

rn modo analogo una particelra con momento angorare intrin-
hl  ^ I  _ 3 \seeo srr, 

[t: U, Z, I, 2,...) è deseritta nel]a nreccanica quantistica
mediante un complesso di 2s f 1 funzioni d,onda che soddisfano
separatamente al1'equazione d.i scnnóowaun. Tale rappresentazione
è naturalmente valida finchè si trascurano gli effetti relativistici.
e ciò è lecito per particelle mobili con velocità piccola di fro'te a
quella della luce. un altro caso in eui la teoria elementare è ancora
utilizzabile è owiamente quello in cui la velocità della particella
pur essendo comparabile con c rimane quasi costante in direzione
e grandezza, poichè allora è possibile ricondursi allo studio di movi-
rnenti lenti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento.

Il caso invece in cui la velocità delle particelle pur essendo quasi
costante entro regioni sufficientemente estese del continuo spazio-
tempo va.ria da una regione all'altra lentamente ma fra valori
estremi lontani, sotto l'azione di eampi esterni deboli, non si lascia
trattare immediatamente'con l'equazione non relativistica di scrnÒ-
DINGER.

una generalizzazione relativistica della teoria preced.ente d.eve
soddisfare successivamente alle condizioni segueuti al crescere del
suo grado di accuratezza:

(a) La tcoria permette lo studio di particelle aventi velocit:ì
quasi cleterminata 'in grand,ez,za. e direzione, dando risultati equi-
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valenti alla teoria non relativistiea, senza tuttavia la necessità di
scegliere un sistema particolare di riferimento.

cui la velo-
comunque

(D) I-ia teoria permettc inoltre di studiare processi in
cità delle particelle varia lentament€, ma entro limiti
estesi, per I'azione di campi esterni deboti.

(c) r.ra teoria è valida in generare comunque indetermi'ata sia
la velocità delle particelle.

È probabile che una teoria rigorosa soddisfacentc allà condi-
zione (c) sia incompatibile con il mantenimento dell'attuale schema
quantistieo. La teoria di Drnac dell'elettrone che pure ha dimostrato
la sua fecondità nello studio di fenomeni schiettamente relativistici
come la diffusione di raggi 1 duri, soddisfa certo imperfettamente
alla (c), com€ prova la nota difficoltà delle transizioni a stati di
energia negativa. al contrario è verosimile che una teoria soddisfa-
eente a (b) e solo parzialmente a (c) non *rti in difficoltà sostan-
ziali, il suo contrenuto fisico potendo ess€r€ €ssenzialmente quello
stesso che giustifica I'equazione di Scrrnóonvapn. I_r'esempio pirì no-
tevole di tali generalizzazioni'relativistiche ci è dato appunto dalla
teoria di Dmac, ma poichè questa è applicabile soltanto a particerte

;on momento intrinseco ,: ;, h.o cercato equazioni analoghe nella

forma a quelle di Drn^l.c, sebbene alquanto più complicate, le quali
permettono la considerazione di particelle con momento ansolare
arbitrario, e in paÉieolare nullo.

L'èquazione d'onda, in assenza di campo, di una particella rna-
teriale, deve avere secondo Drna,c la forma:

( l ) [+ * @, p) - F*,f+ -0.
Equazioni di questo tipo presentano una difficoltà di principio. L'ope-
ratore p-t deve infatti trasformarsi come la componente temporalo
di un quadrivettore e così p non può essere semplicemente muttiplo
della matriee unità ma deve avere almeno due autovalori diferenti,
supponiamo 9, e 9r; ma da ciò segue che I'energia di riposo della
particella, che si ottiene da (1) ponendo. p:0 dsve avere alrneno
due valori differeuti, cioe p, mcz e $, nacz. Secondo le equazioni di
Dmec i valori po.ssibili della massa di riposo sono, come è noto,
*m e -m d.al che segue per l'invarianza rclaLivistica che I'ener-
gia può aVere due valori differenti pel il segno per ogni valore di
p:W:-r \  m%t -+ czpr.

I-r'indeterminazione nel segno dell'energia può essere in realtà
superata, usando equazioni del tipo fondamentale (1), solo se la



(3)

Sostituendo in

(4,  a l
,)

da cui seguono le

(5)

E. MAJ0RANA _ erparrvrrÀ E MoMENrr rNrnrNsncr ,3?

funzione d'onda ha infinite componenti che non si lasciano spez-
zare in tensori o spinori finiti.

1' L'equazione (1) può essere rledotta dar principio variazionare

(2) af , i tw 
I

J ,LT -+ (a, Pt - P*"1'l,dvdt - o.

una delle condizioni dell'invaria nza rerativistica è ovviameute che
sia invariante la forma 09ú.

se ora vogliamo che I'energia d.i riposo risulti sempre positiva,
gli autovalori di B devono essere tutti positivi e ta forma ,!p{ sarà
definita positiva. È a,llora po.ssibile mediante una trasformazione
non naitaria t|l*g ridurre cletta forma alla forma unità.:

0F+ =;*.
a tf la sua esprèssione mediante g si avrà
wl
"  

+Í ,ù-rnclpd,Vdt-0,

equazioni equivalenti alla (1):

lr,Y * (r, p) - *,fe:0.
Dobbiamo ora determinare la legge di trasformazione di c di

f ronte una rotazione di Lonaurz e I'espressione delle matrici 10,
T,', Ts, T" in modo che sia rispettata I'invaúanza relativistica del
principio variazionale (4) e quindi che sia ivi invariante la fun-
zione integranda.

Cominciamo con lo stabilire Ia' legge di trasformazione di g
osse,rvando anzitutto che I'invarianza di lgg significa che dobbiamo
considerare solo trasformazioni unitarie. Per evitare complicazioni
esagerate diamo inoltre la legge di trasformazione solo. per trasfor-
mazioui di Lonexrz infinitamente piccole, una trasormazione finita
potendo ottenersi per integrazione di quelle. Introduciamo le tra-
sformazioni infinitesime nelle variabili ct, r, g, z:

S,: s-

(2)
r r

9l To
L

0l
ol
r  l i

; l
0
0
0
0

000
000
0 0 0-
001

010
100
000
000

I
ls . -
I

(6 i  . '

t ,  _
I " -
\

00 00
0 0 -1 0
01 00
00 00
0001
0000
0000
1000

0 000
0 001
0 000
0 -1 0 0

0010
0000
1000
0000

, 11 _
"T-



rd\  (  ar :  i9r ;  ar :  i9u;  a,  :  iS,
( r '  

I  b, : - i r* ;  br : - i ru;  b, : - i r , .
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e poniamo

Gli operatori a e b devono essere Hermitiani in una rappreseu-
tazione unitaria, e viceversa; inoltre perchè le trasformazioni infi-
nitesime siano integrabili devono soddisfare a certe relazioni di
seambio che .gi deducono da (6) e (7):

(an, au\: ' i 'a,o

(a, ,  b,) :0
(a*,  bu):ú"
(a,rb")--ùt

(b.,  bù_- - iao

e le altre che si ottcngono per permutazione cireolare di n, y, z.
La più sempliee soluzione delle (8)'mediante operatori llermi-

tiani è data dalle seguenti matrici ipfnite in cui gli elementi dia-
gonali sono nunrerati con due indici i e m e bisogna distinguere

due possibi l i tà,  seeondo che si  facci  u i : ! , ,2,2,. . . ;  m: i ,  i -1, . . ' ,

- j ,  oppure j :0,  1,2r. . . )  m: i ,  i  -7," , - i :

( j ,  mla* - iool j ,  m -+ l l  :  !6 + mlTtl- ml

(8)

( j ,  mt,a*-r ' inul  j ,  m- l ) -
( j ,  mla" l  j ,  m):nt

( j, mlb.- ibul j -+ 1, m -r 1) : - trl;;;A;afV;a;q

;___-
U,mlb.- ibol  j  - I ,  m -r  1) :  ;yU -rn)(  i  - rn.- I )

( i ,mlb,-+- ibul i  - r1,m-l) :  !16

(i, mlb, +- ibul i - L, m- 1) : -1, VA=Wfn^ - n
ì , -

Q, mlb, l l  +-  1,  m):ày ( i  -+- m +- 7)( i  -  m -+ l )
r  

- -
( i ,  mlb" l  i  - l ,  nx) :  

t \ '  (  i  + m){ i  -  ml.

m-+1\

(e)

Se assumiamo che per riflessione nell'origine le qi, m restano
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inalterate o eambiano segno alt€rnativamente al variare di j, b ri-
sulta un vettore polarc, mentr€ o è un valore assiale.

Chiamereno le grand.ezze su cui operano o € b tensori o spinori
infiniti rli indice zero secondo che X è intero o mezzo. I-,la denomina-
zione << di indice z€ro >> signiffca che è nullo I'invariante :

(10) Z :g."[n -F a'bs +- o,,b".

Spinori o tensori infiniti più generali possono definirsi per qua-
lunque valorne di 2.. Gli spinori possono €ss€re ottenuti semplice-
mente nel modo seguente. Si consideri una soluzione generica.l,(S, t)
delle equazioni.di Drzu.c senza campo e la si assoggetti à una tra-
sformazione lelativistica :

339

(11)

(12t

Q@, t) * *'@., t).

Allora ìa trasformazione nello spàzio:

Wo o) ; t|l'(q, o)

è unitaria, e se invece di funzioni arbitrarie g fu, o) eonsideriamo
solo quelle che appartengono a un determinato autovalore ao del-
I'operatore (10), che ha uno spottro continuo che si estende cla
- ctc a -+- o", noi troviamo funzioni che si trasformano modiante
(12) come spinori infiniti, ognuno di questi oùtenendosi esattamente
due volte.

Gli operatori a, ebn hanno nella rappresentazione (12) la forma:

2r.1
an:-h lap,-zPì -+2o,

.  ZrH i
o, :  h * î*zo"

e analogamente ayt a", bu, bn.

2. Dobbiamo ora determinare gli operatori yo, Tnt Tyt T" in
modo clre (4) sia invariante. Poichè consideriamo solo trasformazioni
unitarie, detti operatori si trasformano e,om€ le forme Hermitiane
ad essi collegate ed è quindi necessario per I'invarianza della fun-
zione integranda in (4) che essi costituiseano un vettore covariante
(To, yr ,  " {v,  T,  @ct,  - f r ,  - -Ut -z) .

È owia I'interpretazione di 6fop . -rpyV come densità di carica
e di conente. Gli opera,tori 1 devono soddisfare alle relazioni di
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scambio:

e alle altre che si ottengono per permutazione circolare di r, y, z.
rre relazioni di scambio (13) determinano, come è facile dimostrare,
'(0, ̂ {nr'(yt Tz & meno di un fatríore costante. Si trova

Yo:J-Fl

Q, mlT, - iyrl j -+ 1, m -+1): - klf lW

U, *l^r, 
- 

xyo! i - 7, m +1) : - !rttff=66 *a

(i: m1y. +- iyrl i  s- l, m- 1) : lryq

( i. mly, ! xT,l i - r, rn - \ :;! ú=6G -+ tn 4

( i ,  mlT, l j  +-1,  m)- 22ttAq

( i ,  mlT" l  j  -  r ,  m):  -  !2 l f  l ;q;6

I-c eomponenti non indicate difnrTor y. essendo nulle. Si noti
che la forma r{ermitiana gTog è definita positiva come richiede l'in-
terpretazione ffsica.

Vogliamo ora passar€ dalle equazioni soritte nella forma (b)
alle equazioni (1). Basta per eiò porre

(15) (pi .m: Ù,t l : '
t l .  1

l tJn2

poichè allora la forma collegata a 1o si riduce alla forma unità.
Otteniamo eosì equazioni della forma desiderata

(10) 
lY * *, p1- pmc]q -o

(13)

(r4)
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1
in cui 13:. tmentre le componenti diverse da z,ero di d.,, d11t at

J*z
sono date da

( j .  mlq, --  i rul j ,  1, m -r 7) :  -  ; l  lW'v T4(,4-
(  j ,  mla,  -  fuul j  - l ,  m-F. 1) - -

(j, mla, -* izulj -rL, m- 1): ;l lryv \,;40;-il-
(t7t

( j ,mlq*-+ iuolj  - L, ff i- 1) : t l  
lry^v \,-tF4)-

(  j ,  mla" l  j  -+ I ,  m) -

( j ,mla, t i  -7,m=.

Quando si cercano le soluzioni di (16) corrispondenti a onde
piane con massa positiva si trovano tutte quelle che derivano per
trasformazione relativistica dalle onde di momento nullo. Per que-
ste l'energia è data da

(18r w _ rmc'
"  0-  .  1

J*z

Àbbiamo così per valori mezzi di X stati corrispond.enti a valori
rn nt, ^ 2m 2m

del la nas.Sa: l tL,Z, l3r . , . ,  e per J rntero:  21t1, ,  
B r  - l  , . . .

È da notare ehe particelle con massa differente hanno momento
angolare intrinseco differente, il momento angolare intrinseeo aven-
do un valore detenminato solo nel sistema in eui le partieelle sono
in riposo.

Se si considera il complasso degli stati appartenenti al valore

i r /w,VW
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massa rl i r iposo eornp realizzato jrr na,tura. trrtt j sl i altri

s tat i  non avendo signìf icato,  ot tenianro una t , ror . i i r  i r r 'ar . iarr tu r l i
paftieelle con mornento argolare s che i' assenza di c.'r1rrr ;'ròriguardarsi come socldisface'te. 'si verifica senza trifficort;ì ch<r per
nrovinrenti le't i  e particerle <ri mome'to i ' tr in.seeo s sri. r,, ù.,,sorro sensibilme'te rl iverse da zero e obbe.lisco'o ari 'eqrr.ziorrrr ri i
scrrRóorNcnn con il 'r 'aiolc nI : 

+<reria rnassa, ruortre [e *,r-,, ,,t*z

e ù.*r,,,, ,sono tlell 'ortl ine A; f , te Q,._r, ,, e ,1"_2,,,, t lcl l,ortl irre ,l i  
, 'r,

e così via.
otte'iar'o così solo due equazioni tl'orcla tti cui I'u'a è acraftlr

per la descrizione di particelle con rromento a'gola.re rrorr i'tern
e I 'alt 'ra per particeile senza momento angorare o con momerrrrr
intero.

oltre agli stati appartenenti a valori positivi creria nrassa, ve'e
sono altri in cui I'energia è legata al morne'to da una relazioncr
del t ipo

r19) 7V: t_ 1/Cp, _44

e ne esistono per tutti i  valori posìtivi t l i  É rna solo per ,ytlt,c.
Quest'i stati possono riguardarsi come appartenenti ar valorrr

imrnaginario ik della massa.
Le funzioni di <sltin > appartenenti a onde piane corr p+U

hanno un'espressione particolarmente semprice nel easo di narti-
celle senza nomento intrinseco $c p": py:0, ,p"- p.

Per q'este si trova a m€no di un fattore di 
'or.r'al 

izzaziorrc

siz

0ot

csserxlo

(21t

I  
ldel lat*z

t  l i - - t ,  t

I  +, , : l l ( i **)( , i l : -1) '
i  t  \  z / \  .  /  ( j , - ( ) ,1,2, . . . )
\ '1 j . " , :0 per nrf0

-  
p \Xlac2-t-112

a: 
nh,,  

, , :  -  - l l IC-:

e llI - 2nr la massa di riposo.

iì. vogliamo ora considerate brevenrente I ' i lrtr.ocluzioue r.lel {: iì lnl)o
elettlomagnetico nell 'equazione (1ti).
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l l  p;rss.gui, rl, l ic cil.r:rzioni seìlza canrlio alle erlnazio'i c0, cilrrrp{)
.slr 'r 'rr. a'vi.rrrl 

'el 
rrrodo pirì se,rplice sostit 'entlo a w e p, rrr _eq

c
t: r) - c 

11, srÌ r '  tì l . c^r' ica dc[a |a.ticelìa e g c ;l i  potenziali sca-
lare e 

'ctto'e. 
l\la alt'e lro.s"sibilitit so'o alre.tc'. possiarno ad es. .s-

gi*'g1ere dei termini i'rrariarrti, analoghi a quelli i't'oclotti cla
l),tur,i (t) nella teo'r ' ia rleil ne.rrr.o'c magnetico, che portano a farmrt
le fo'ze <lel carupo irr luogo dei potenziali erettromagnetici così tra
non tLrrbare I ' invarianza deìle equazioni di f lonte all ' irrrleterrni_
tiazione rlei potenziali.

Tale artificio permet,te cli attribui'e a particelle con r'or'ento
,ngolan: non nullo un momento rnagnetico comunque prefissato.
Ncl caso dell'elettro'e pe'r es. si trova mecliante la senrplice sosti-

tuzione W,p-W-ev,r* t"A un rnourento magnet ico*o1 1, .  ln
lrrogo cli - 1r,n.

se si 
'*ole 

sirecializza'e la 
'ostra 

teoria i '  u'a teoria dell 'eret-
trone ehe si acco'di fi' dove è possibile con i rlati ,spe'ime'tali clob-
bia'ro rluindi nrorlificar'<, il rnome'to rnagnetico con termi'i ag-
giunti. nla la teoria tlcl l 'elettrone così otitennta è un doppione i 'u_
tiìe della teolia di l)rn,rr-r che r.esta assolutamente da pret'erilc in
grazia della sua semplicità e deÌ largo s'ffragio clell'esperienza. Ir

'antaggio 
della p'esente teo'ia è per contro la s'a appricabilità. a

palticclle con ;lornento angolale clifferente da |.
Le cquazio'i co' il campo e termini aggiunti per motrificar.e ir

rnornento magnetico intrinseco harrno la forma

-  ;  4- P, lc + ), tu' ,  I r ' t+- l (ó' ,  r , l+: o

irr cui a' sta 1.rt:r (u,', Ltr ' , tt, ' t e Ò, per (Ò_, , br,, b",) mentre E e II
t'appresentatro il cuuipo elettrico e magnetico.

T;a nrirl t: iae rj, '- si rler.luce rl ir cr. {g, nrecliante la resola

Í / I l '  n \  /(22t l t+ - :  ,o l  , lu,  p
L\c ( ' /  \ .

r2í l t  (  j ,  miu* '

trnalogaurentc 0,,',

i" nr"1:rr+e+r 'i' nritt')i"ttt',

t . t . . ' ,  b, , ' .  b" ' .

(1) Citato da Or'r ' [uirr irrrr i t l ,  < I) lrys. ] ì .  > dl,  703, lgB2,
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l 'er  part ieel le con nrorncnto arrgolar.r '  i r r l r , inseco r : ]  * ;  t ler . r :  l r r r l r .
-).

^ : ;  l rse p.  è i l  monrcnto i i ragnct ico r :hc s i  vuole ; rgginngcrr :  a r1u: l lo

.h. '  , " .o.g" rraturalnrerr te c ia l l ' i r i t lo ' t luzione <k' i  l ro lenzial i  r ' l t ' t t rorna-
gnct ie i  nel l 'equazione r l 'orr i la.  (Jrrest 'u l t inro vale in ta l  t .aso, courr 's i

Ieha'  r let to,  -  2 4trmc. l ) " r .  l lar t , icel lc s,errz i r  r r rorrrctr to arrgolal t r  . intr . i r rscco

i, rrirtura.ìe yiorre i := ().

l '< ' r  < luarr to r iguarda la soluzionc l l rat ica <le l l 'cr luazionrr  r l 'orr t l r r
l icoldiarno che per rnor ' ìmerrt i  lerr t i  sorro f in i te e obìx ' t l iscorro al l ' t .qua-
zione di Scruriirrrxr;r.rr .soìr.r le*-,,, I,ot' i l  vaìrtrc tl i  j  clrt rnisrrra. i l  rrro-

tnento angolarc infr insr,co ì r r  r rn i tàr  i f ; .

Pcr particellc senza nonrento, oi ',,r. 
"i 

ha urra soìa conrpoìr(ìlìt(,

gren<le c c ioè Q,, , , ,  r r rentrel"  * , , ,  sono del l 'ordine di  l ,  se r . 'è la

veloei tà deì l r  l iar t ieel la.  le , | r , , ,  c le l l 'orr l ine, f i  
i ,  *  così  v ia.  Si  l iesc, ,

così a elirninai'€ per sueeessive appÌos.sinìazioni le componcnti piccokl
c in particolar.e si giunge a espr€ssiorìi nrolto semplici per il calcolo
della prima co'rr€zione re.lativistica.

Iì irrgrazio Jlalt icolarììì€trte i l Plol '. [t]. lr 'unvr per' la cliscttssiotrc
<ìeìl l 1:'r 'esente teoria.
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