— 229 —

Fisica. — Sullo sdoppiamento dei termini Roentgen e ottici a causa
dell elettrone rotante ¢ sulle intensity delle righe del cesio. Nota ® di
G. GenriLE e E. MAjoraNa, presentata dal Socio O. M. Coraixo.

1. Vogliamo mostrare in questa Nota che il potenziale di Fermi non
solo permette una buona determinazione a priori di tuttii livelli energetici
degli atomi pesanti; ma permette anche di calcolare con grande esattezza,
dato il carattere statistico di questa teoria dell'atomo, lo sdoppiamento dei
termini; cosa tanto pii importante quando si pensi che a questi sdoppia-
menti non erano applicabili le formule relativistiche di Sommerfeld, uscendo
questo fenomeno fuori dagli schemi della teoria della struttura fina. Infatti
si sa’che bisogna ricorrere all’ipotesi dell’elettrone rotante, ipotesi che del
resto ha perso ogni carattere ipotetico e appare oggi come fondata su solide
basi teoriche, dopo I'ultimo lavoro di Dirac @). I nostri calcoli si riferiscono
per i livelli Roentgen al termine 3 M del Gadolino (Z = 64) e dell’ Ura-

nio (Z = 92) e per i termini ottici ai termini P del cesio (Z = 55).

“

Il potenziale elettrostatico nell’interno d’un atomo di numero Z si pud

Ze (r ' . _
porre sotto la forma: V = = m dove ¢ & una funzione numerica in
genere minor d'uno, che tien conto dell’azione di schermo delle altre cariche
elettroniche. Precisamente in prossimitd del nucleo ove questa azione & mi-

nima @ = 1, inoltre.per r crescente » diminuisce finche, per r = co e per
3 2 ¥ 2 X By

. atomi neutri, ¢ = 0.

Evidentemente i valori di ¢ dipendono dalla distribuzione media locale
degli elettroni intorno al nucleo. Di questa nuvola di elettroni si sa inoltre

-questo: che obbedisce al principio di Pauli. Quindi la statistica di Fermi

applicata a questo speciale gas dégenere fornisce un’ulteriore relazione fra
potenziale e densitd elettrica. Scrivendo allora ’equazione di Poisson, Fermi ¢
arriva all’equazione differenziale:
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daz rEE ¥ 33 b2
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Se si fissa l'attenzione su di un determinato elettrone si pud. in prima
approssimazione ritenere @ che gli altri Z — 1 siano distribuiti come in un

(1) Pervenuta all’Accademia il 24 luglio 1928.

(2) Dirac, «Roy. Soc. Proc.». A, vol. 117, p. 610; vol. 118, p. 351, 1928.
(3) Ferm1, «Ztschr. fir Phys.», 48, p. 73, 1928,

(4) Ip., «Rendic. Lincei», serie 68, vol. VII, fasc. 9, p. 726, 1928.




atomo neutro di numero Z — 1 e quindi scrivere il potenziale a cui esso

\ 4 v : o

¢ soggetto: V= —I1 + (Z— 1)@ (—||; naturalmente cosi si trascurano,
r m :

nel caso di un elettrone interno, so

Pra tutto le conseguenze del principio
di Pauli, che non & un principio sta

tistico ma un rigoroso principio di esclu-
sione, e nel caso di un elettrone esterno la polarizzazione che nasce nel resto

atomico. Tuttavia nel primo caso l'errore ¢ minimo e nel secondo esistono

incertezze di pil grave importanza dovute all’esistenza del sistema periodico

che si manifesta con regolari oscillazioni di tutte le proprieta atomiche super-

ficiali intorno a un andamento medio; il solo perseguibile con mezzi ‘statistici.
2. L’equazione di Schrédinger si scriverd in generale :

7

A2¢+8Z:m[E + %%—i(Z-—I)cp]np:—.o.

Se k ¢ il quanto azimutale, ¢ si spezza in una funzione sferica di or-
dine % e in una funzione del raggio che conviene mettere sotto la forma —7};

la y obbedisce allora all’equazione:

a2y [k(k+1) 1+ (Z—1)g
dxr x? 4 % —[—Ve X‘

essendo:

Sm2m P i . Sn2m
b2 & 2 - b2

wE
I'integrazione numerica per i tentativi ¢ semplice nel caso di quanto radiale r
(nessun nodo nella y). In prossimitd dello zero ci siamo serviti dello svi-
luppo in serie della o.

Per il termine 3 4 del gadolino, ¢ = 4,29 e quindi il termine espresso
in Rydberg risulta: —E = 86,3, in esatto accordo con I’esperienza (86,6)
ove si tenga conto della correzione relativistica che abbassa il termine sem-
plice in maniera che risulti la sua distanza dal termine pit basso precisa-
mente la metd della distanza fra i termini effettivi. Lo sdoppiamento in una
teoria semplificata si calcolerebbe in base all’energia mutua fra il momento
magnetico dell’elettrone e il valor medio del campo magnetico virtuale in
cui esso viene a trovarsi. :

La teoria di Dirac di in prima approssimazione;
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Per il gadolino si trova: AE = 2,20 R, in buon accordo con I'espe-
rienza (2,4 R). :

Tl calcolo ripetato per lo stesso termine delluranio da: —E =258 R
(anche questa volta in piena armonia con il valore sperimentale 255) e
AE = 11,7 invece di 12,96.

"~ 3. Il calcolo del termine 6, del cesio, perfettamente analogo al prece-
dente, conduce all’autofunzione di cui riportiamo i valori numerici. Si
trova per il valore del termine:

n = 24600 cim— "

di fronte al doppietto sperimentale:

ny == 19674
n, = 20228

lo sdoppiamento calcolato secondo la formula ricordata piu sopra con il
coefficiente corrispondente al diverso quanto azimutale risulta:

An = 1020cm™"

_invece del valore sperimentale:

An = 554 cm™?

Le divergenze fra teoria e esperienza si spiegano perfettamente entro I'am-
bito delle approssimazioni statistiche, fra le quali ha massima importanza
quella che dipende dal posto che Pelemento occupa nel sistema periodico.
Precisamente essendo il cesio un metallo alcalino, il resto atomico ha la
struttura compatta dei gas nobili, di modo che la carica efficace, per Uelet-
trone luminoso tende a 1 con particolare rapiditd. N¢ deve sorprendere che-
per lo sdoppiamento si manifesti uno scarto tanto pitt forte che per I'energia.

- Per comprenderne intuitivamente la ragione basta riferirsi al modello clas-
sico di Bohr-Sommerfeld; si vede allora facilmente che tutte le orbite molto
allungate e di uguale quanto azimutale banno approssimativamente la stessa
distanza perielica e in vicinanza del nucleo si confondono in una unica curva
percorsa con la stessa legge orario. Ora & essenzialmente in questa zona
che ha origine lo sdoppiamento; segue che esso & all’incirca inversamente
proporzionale al periodo di rivoluzione (intervallo fra due passaggi al pe-
rielio). Se la non newtonianita del campo si manifesta fortemente, come
nel nostro caso, gid a non grande distanza dall’afelio, un allungamento anche
modesto dell’orbita determina una variazione considerevolissima del periodo
di rivoluzione (. Del resto un calcolo diretto mostra che ‘la nostra inter-

-

(1) In _generale, per livelli non eccitati o per livelli eccitati di debole quanto azi-
mutale, si ha nel modello classico un ordinario moto a rosetta. Al contrario, per taluni
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pretazione ¢ fondata. Supponiamo dj correggere il potenziale statistico in
guisa che il valore del termine s accordi con quello sperimentale. Cio pud
farsi in infiniti modi; tuttavia una limitazione. si impone, e cio¢ che il po-
tenziale corretto sia sempre intermedio fra quello statistico e quello new-
toniano limite. Si trova allora che esiste un limite superiore per lo sdop-
piamento calcolato in base all’autofunzione corrispondente, il quale vale:

Asn = 750 cm—1

esso corrisponde al passaggio brusco del potenziale statistico a quello new-
toniano a una distanza di circa 2,2 A dq nucleo. Con un raccordo pitt
verosimile fra potenziale statistico e newtoniano del tipo: - '

Us — ¢

—— ke

Us — Uy,

si trova un valore in quasi perfetto accordo con lesperienza.
Abbiamo infine calcolato il rapporto fra le intensitd delle prime due
righe di assorbimento. Se si indica con o I'autofunzione corrispondente

al termine fondamentale 6, e"con 4] e &7 quelle corrispondenti ai termini

6y e 7, tale rapporto vale :
| [0 wan |
A |
f b U 0 dx

Le auto—funzioni sono state determinate conservando il potenziale sta-
tico fino a r =224 e il potenziale newtoniano a distanza maggiore. In
queste condizioni, come si & detto, si ottiene per il termine 6, il valore
sperimentale; ¢ notevole che nelle stesse condizioni anche il valore teorico
del termine 7, si accordi presso che esattamente con esperienza. Per ra-
gioni di semplicitd non si & determinato teoricamente il termine 6;; I’auto-
funzione ), & stata invece costruita dall’infinito e fino a non grande distanza
dal nucleo, in base al valore sperimentale del termine. Le X non norma-
lizzate sono riportate nella tabella. Si trova:

iy

is

Lo sdoppiamento del termine 7, calcolato in base allautofunzione ¢/’ ri-
sulta :

Asn = 220 ¢y~

livelli eccitati di forte quanto azimutale, L'orbita di Bohr-Sommerfeld si spezza in due di-
stinte, di cui l'una si svolge nella zona profonda dellatomo, altra nella regione pit
esterna. Il modello cessa allora di dare indicazion; intuitive,
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e deve ancora cousiderarsi come un limite superiore. L’esperienza da:

Au = 181

in accordo questa volta assai migliore, per ragioni® fucili a comprendersi.

Tavora L
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0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

1,2

I,6
1.8

2,0

0.174

0,603

0,925
1,031
0,976
0,838
0,675

0,521

0,389 |

0,284

2,138
6.840
8,265
7,231
5,482
3,739
2,396
LSts
0,040

0,570

Tavora IL

»
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s}
0,0519
0,1030
0,0627

— 0,0593

— 00,1442

—0,1587
0,0019
0,1831
0,2024

~ 0,0374

— 0,3990

— 0,3764

— 0,1508

0,1276
0,5942
0,8503
0,9281
0,3474
0,7012
0,5462

0,2990

Tavora III. .

x %o % %
4} —0091 | —0,038 | —0,039
5 | —0,390 | — 0,269 | — 0,270
6| —o0513 | —0399 | —0,399
7| — 0477 | — 0,426 | — 0,425
8| —0336 | —0,376 | — 0373
g | —o,141 { — 0,276 | — 0,270
10 0,072 | — 0,147 | — 0,139
1 0,279 | — 0,007 0,004
12 0,466 0,134 0,147
14 0,757 V 0,391 0,406
16 0,931 0,596 0,601
18 1,000 0,740 0,723
20 1,003 0,840 0,788
25 0,398 0,967 0,781
30 0.717. 0,962 0,571
35 0,535 0,376 0,234
40 0’577 0,749 | — 0,154
50 0,171 0,484 | — 0,820
6o 0,071 0,282 | — 1,227
70 0,027 0,153 | — 1,326
8o 0,010 0,079' | — 1,221
100 0,001 0,019 | — 0,791




SULLA FORMAZIONE DELLO IONE
- MOLECOLARE DI ELIO

Nota di ETTORE MAJORANA

S

unto, - La stabilita dello ione e, pud essere studiata, anche quantitativa-
" mente, con il metodo di HerrLER o LowvoN, e i risultati si accordano con
4 dati sperimentali disponibili. Si riconosce che questo composto ¢ ana-
logo a H, , benché Velettrone esterno si trovi in uno stato differente; e
che gli elettroni interni mon hanno solo Vufficio di schermare le cariche
dei nuclei, ma contribuiscono in modo essenziale allu costruzione mo-

lecolare.

Le osservazioni di WEIZEL e Prgvnn (1), Curris e Harvey (2) o
altri sullo spettro di bande dell’elic hanno dimostrato che aleunc
costanti molecolari (quanto di ose!llazione, momento di inerzia)
tendono, per gli stati pidt elevati dell’elettrone luminoso, a limiti
determinati che & naturale attribuire alle corrispondenti grandezze
dello ione He,*; di questo & cosi dimostrata la possibilita di esistenza,
almeno nello stato fondamentale, a cui & da ascrivere (®) con sicu-
rezza la configurazione (1s0)? 2ps°, e poiché si ha motivo di credere,
secondo le pit recenti conclusioni di W. WrizerL (*) che la molecola
neutra si formi da un atomo nello stato fondamentale e un atomo
eceitato, si pud presumere che lo ione si dissoci, per quanti di oscil-
lazione elevati, o per un allontanamento adiabatico dei nuclei, se,
come vogliamo fare, 1i riguardiamo come fissi, in un atomo neutro
e un atomo ionizzato, entrambi nello stato fondamentale (°). Noi
vogliamo qui studiare la reazione He -+ He*+ dal punto di vista
energetico e dimostrare che essa pud effettivamente condurre alla
formazione dello ione molecolare; un caleolo di prima approssima-
zione d& anzi in questo caso per la distanza di equilibrio dei nuclei
e per il quanto di oscillazione valori che assai bene si accordano con
quelli trovati sperimentalmente. I1 metodo seguito & quello applicato
la prima volta da HerrLer e LoNDON (°) allo studio della molecola

() W. We1zeL e E, PesteL, « ZS. f. Phys. », 56, 97, 1929; W. WrIzrL,
<« Z8S. f. Phys. », 56, 727, 1929,
" () W. E. CurmiS e A. HaRVEY, « Proc. of Roy. Soc. », 125, 484, 1929,

(®) W. WEizEL, ¢ Z8. f. Phys. », 56, 727, 1929,

(Y) W. WrizEL, « ZS. f. Phys. », 59, 320, 1930.

(%) Cfr. F. Hunp, < ZS. f. Phys. », 68, 719, 1930.

(°) W. HEITLER e F. LoxDoN, « ZS. f. Phys. », 44, 455, 1927,
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di idrogeno e consiste nell’assumere, come autofunzioni elettroniche
della molecola, determinate combinazioni lineari delle autofunzioni
appartenenti agli atomi separati, e nel valutare su di esse il valor
medio dell’interazione fra i due atomi; ma & da notare che avendo i
nuclei la stessa earica ed essendo uno degli atomi ionizzato, il pro-
blema &, come vedremo, meccanicamente affatto diverso da quello
esaminato da HEIrLER € LoONDON, e in genere da quello contemplato
dall’ordinaria teoria della valenza omeopolare *);

1. Supponiamo gli atomi separati e a grande distanza; se pre-
.scindiamo per un momento dal fatto che stati in cui il primo atomo
& neutro e il secondo ionizzato, e stati in cui il primo atomo & ioniz-
zato ¢ il secondo neutro, hanno la- stessa energia e vanno quindi
considerati insieme nel calcolo di perturbazione, e riguardiamo in-
vece il primo atomo come neutro e il secondo come ionizzato, abbia-
mo un problema meccanicamente simile a quello della reazione )
He 4 H, e poiché a He appartiene un anello elettronico chiuso,
il modo di reazione & unico, cioé non ha luogo per 'interazione dei
due atomi una separazione di termini (soddisfacenti al principio di_
PauL1) e inoltre le forze di risonanza sono certamente repulsive.
Vero & che le forze attrattive di polarizzazione sono nel nostro easo
di natura diversa da quelle che agiscono fra atomi neutri, perche
mentre le prime dipendono da un potenziale che diminuisce a grande
distanza come E—* le seconde si annullano pii rapidamente, dipen-
dendo da un potenziale che varia come R—% ma & da osservare che
la polarizzabilitd dell’atomo neutro He & assai piccola e percid in
nessun modo le forze di polarizzazione possono da sole dare origine
ad uno stabile legame. Per spiegare la affinitd chimica fra He e He*
dobbiamo invece togliere la restrizione posta e lasciare libero 1’atomo
neutro, di ceder quando voglia, un elettrone all’atomo ionizzato e
di assumerne quindi le veci. Questo ha per effetto di sdoppiare il ter-
mine risultante dall’unione dei due atomi, press’a poco senza alte-
rarne il valor medio; e lo sdoppiamento dipende non piu dalla
* risonanza degli elettroni, ma dal comportamento delle autofunzioni
di fronte alla riflessione nel eentro della molecola, potendo esse re-
stare inalterate per la detta inversione, e si dicono pari, oppure

() F. Loxoow, « ZS. f. Phys. », 46, 455, 1927 ; 50, 24, 1928, W. HEITLER,
« ZS. f. Phys.», 46, 47, 1927; 47, 835, 1928. Per una visione di insieme,
W. HEITLER, « Phys. ZS.», 81, 185, 1930. E. A. IYLLERAAS ha incontrato
P ulteriore degenerazione derivante dall’uguaglianza dei nuclei nello studio
della reazione fra atomi di idrogeno diversamente eccitati, ¢ ZS. f. Phys. »,
51, 150, 1928, :

() Cfr. G. GENTILE, « ZS. f. Phys. », 63, 795, 1930.
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mutare segno, e si dicono dispaii, Si potrebbe parlare di risonanzg
dei nuclei, ma solo per metafora, non gia nel senso’ proprio, che &
differente, poiché qui consideriamo soltanto le autofunzioni elettro-
_ niche. La separazione del termine dovuta alla sua parita o disparita
¢ di un’ordine di grandezza maggiore dell’energia dovuta alle forze
repulsive di valenza ; dobbiamo quindi ritenere che uno dei modi di.
reazione corrisponde a repulsione e non di luogo a legame chimico,
mentre 1’altro da origine a forze attrattive e conduce alla forma-
zione dello ione molecolare. Possiamo riconoscere } due modi di rea-
zione eon le considerazioni seguenti. Poichs abbiamo a che fare con
. tre elettroni, si pud pretendere che due di essi, e siano 1’elettrone 1,
e l’elettrone 2, abbiamo 1o spin parallelo; 1’autofunzione deve allora
essere antisimmetrica nelle coordinate dei duc primi elettroni,. cosi
che per nueclei molto lontani essi stanno certamente 1’'uno in viei-
nanza di un nucleo (a), e I’altro in vicinanza del] ‘altro nucleo (b) e
‘possono cambiar di sede solo contemporaneamente; e I’autofunzione,
in quanto dipendente dai primi due elettroni, cambia allora di segno.
Segue che gli elettroni 1 e 2 danno ‘luogo insieme ad un termine
dispari descritto da un’autofunzione che cambia segno per inver-
sione; ma i soli stati individuali che vengono in considerazione sono
quelli che derivano dagli stati 1s degli atomi separati e ciod lss e
2ps, il primo pari ed il secondo dispari, e gli elettroni 1 e 2 sono
quindi un elettrone 1ss e uno 2ps (o viceversa). -
Al terzo elettrone potremo assegnare un’autofunzione pari (1so)
.0 una dispari (2ps) che si formano rispettivamente per somma o
differenza dalle autofunzioni degli atomi separati; nel primo caso
otteniamo come configurazione complessiva (1s0)? 2pa?3, quella ciod
_che appartiene allo stato fondamentale di Ie,* e corrisponde effet-
tivamente ad attrazione dei due atomi, nel secondo caso troveremo
invece la configurazione lss (2pe)* 2Z che appartiene a un livello
eccitato, probabilmente instabile di He,*, e da luogo all’altro modo
di reazione, quello cio& che corrisponde a repulsione. Vediamo di qui
che la causa essenziale della stabilith di He,* & quella stessa che prov-
vede alla stabilitd dello ione molecolare dj idrogeno.

2. Se con @ e ¢ indichiamo le autofunzioni dell 'atomo (a), rispet-
tivamente netitro o ionizzato, e con W e ¢ quelle analoghe dell’atomo
~ (b), come autofunzioni imperturbate degli atomi separati dovremo
considerare le sei seguenti che derivano 1’una dall ’altra per permu-
tazione degli elettroni e scambio dei nuclei.

4, =W, B, =4,D,,,
(1) Az = ?zwsn By == "Pz(Dsn
| Ag= CPsqun B, = D; D,



E. MAJORANA - SULLA FORMAZIONE DELLO IONE MOLECOLARE DI ELIO 25

L’interazione degli atomi, spezza. il termine multiplo sei volte
separando le autofunzioni corrette di approssimazione nulla secondo
1 caratteri di simmetria (*) negli elettroni e secondo il comporta-
mento rispetto all’inversione. Indicando con un segno - i termini
pari e con un segno — i termini dispari. le sole simmetrie che si
presentano sono le seguenti: J

(123)*, d23)~, (129)*, (123),

e si hanno in corrispondenza quattro termini, di cui i primi due
sono semplici e gli ultimi due doppi, per degenerazione nascosta;
e poiché i primi due sono esclusi dal principio di PauLi, essendo
simmetrici nei tre elettroni, rimangono in campo il terzo, che a
causa della sua parita corrisponde alla configurazione 1ss (2po)? 2%,
e il quarto che & per noi il pill interessante, poiché porta alla for-
mazione di II¢,* e quindi alla configurazione (1ss)? 2po®S. Le auto-
funzioni dei quattro termini sono, a meno di un fattore di norma-
lizzazione :
| (1% y,=4,+4,+ 4,+B,+ B, + B,

(123~ y,= A, + A, + A, — B, — B, — B,,
( N 3

(23)—'_ y3=4,—A4,+ B, —B,,

(123~ y,=4,—~4,— B, +B,,

essendosi scelta per il terzo e il quarto l’autofunzione antisimme-
trica in 1 e 2. La funzione di perturbazione & naturalmente diffe-
rente secondo che si considera 1’uno o 1’altro degli stati impertur-
bati (1), poiché gli elettroni non figurano simmetricamente nell’Ha-
miltoniana degli atomi astrattamente separati, e abbiamo allora sei
Hamiltoniane differenti, secondo la configurazione degli elettroni,
per gli atomi separati e una sola, simmetrica, per gli atomi riuniti.
Nella configurazione A, l’energia di perturbazione sard espressa,
ad es., da

(2

2 2 2 2 2 2
g=2, 2 ¢ _ 2 28 2

. av . 3 .
Rk 12 T3 T T2q T3a

essendo B, 7y, 1y5, 75, Tyas T30, le distanze del nucleo e dell’elettrone
del primo atomo ‘dal nucleo e dagli elettroni del secondo. La variazione
di un generico autovalore si otterra in prima approssimazione dall’ espres-
sione simbolica '

JZ,-Hg/l-dt
(3) E=——— . (1=1,92,38,4)

f%!/,- dz

() F. Huxp, « Z8S. f. Phys. », 43, 788, 1927,
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badando che H opera differentemente, come si & detto, sui vari ter-
mini da cui ogni y; risulta costituita a norma di (2). Esplicitando
la (3) troviamo ' .

I+ 21+ 21, + 1,

E1=1+2SI+2S,+S3’
. : g _h—2h+al,—1,
C *= 198, +28,— 48,
g b—L—1+1,
PTI18,—8,+ 8,
g=b+L—-1—I
| T 1+8,—8,—8,
essendo
(5) SIZJ.BzA,dT; S,:jA,A,dr; ss_—_fBlA,dr;

) = j AHAdz; I,= j BHAd:; T,— f A TA dy
L= j B,HA,d.

Per nuclei abbastanza lontani (ma non eccessivamente) tutti gli
integrali I sono negativi e gli § positivi e per 1’ordine di grandezza
si ha
—IL,>—1,>—1,,
S, >8,>8,.

Prescindendo nelle (4) dalle variazioni dei denominatori, che a di-
stanza sufficientemente grande sono prossimi all’unitd, e trascu-
rando- I, 1’energia risulta essenzialmente costituita dalla « energia
elettrostatica » I, che & comune a tutti i termini, anche non pauli-
stici, e si puo trascurare a causa della sua piceolezza, e da combina-
zioni della « energia di scambio» I,, che corrisponde alle forze di
valenza, e della energia I,, che & preponderante e nasce dalla sim-
metria del termine rispetto alla inversione. Limitandoci alle solu-
zioni y, e y, che sole hanno senso fisico, e badando all’ordine di gran-
dezza e al segno di I, e I,, troviamo confermato che y, di luogo a re-
pulsione mentre I, conduce alla formazione molecolare.

Di quest’ultima ormai ci occuperemo esclusivamente,

3. La valutazione di E, in funzione della distanza, cioé la deter-
minazione della cosi detta curva potenziale della molecola He, ™, ri-
chiede la valutazione degli integrali (5) e (6), ma poiché la auto-
funzione dell’atomo neutro di elio nello stato fondamentale, pur
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essendo stata numericamente calcolata con notevole esattezza (%)
non & suscettibile di semplice espressione analitica, dobbiamo di
necessitd operare con autofunzioni imperturbate alquanto schema-
tizzate. Potremmo ad esempio, secondo 1’uso, assumere come stato
fondamentale di He il prodotto di due autofunzioni del tipo idro-
geno con uno Z efficace pari a 1,6 < 1,7, secondo il criterio a cui si

ricorre per la determinazione; cosi se si vuole che P’energia media
abbia il valore migliore (minimo) bisogna porre Z —9 — 1—56 =
=1,6875, se invece si vuole che la costante diamagnetica si accordi,
cosi con il valore sperimentale, come con quello fornito da accurate
valutazioni (?) teoriche, bisogna assumere Z ==1,60. Ma incertezze
di maggiore graviti sono insite mnella natura del metodo, il quale
non ¢ atto a fornire che una prima alquanto rozza approssimazione.
Il metodo di HerrLer e Lonpon da infatti indicazioni inattendibili
per atomi molto lontani, e non solo perché trascura le forze di pola-
rizzazione (®), che qui sono preponderanti, ma anche perché dai
errate, nell’ordine di grandezza e nel segno le forze di risonanza.
Nel caso, ad esempio, della molecola di idrogeno, trattato da HerrLeg
e LonpoN, 1’energia di scambio diviene positiva a grandissima di-
stanza, poiché allora 1’integrale di Suarugra @) prvevale su tutti gli
altri, ¢id che porterebbe a credere che la soluzione antisimmetrica
sia pitt profonda di quella simmetrica Ma questo & da escludere m
base a teoremi generali (°), ¢ D’apparenza contraria indica solo im-
perfezione del metodo. Per distanze poi dell’ordine della distanza
di equilibrio & verosimile che le autofunzioni perturbate differiscano
assai sensibilmente da quelle imperturbate, cosicchd la prima ap-
prossimazione non pud avere che un valore indicativo. Per queste
ragioni abbiamo ereduto di procedere ad una sehematizzazione che
pud parere eccessiva, e che si potrebbe infatti diminuire, ma con
calcoli laboriosi e di non certa wutilitd. Abbiamo quindi assunto
come autofunzioni dei singoli atomi, autofunzioni del tipo idrogeno,
ma con uno stesso Z = 1,8, cosi per 1’atomo neutro, come per lo ione.
- Gli integrali (5) e (6) si riducono allora a integrali elementari ben
_conosciuti, fra cui quello gid ricordato di SUGIURA. Si trova cosi
che la -curva potenziale, presenta un minimo quando la distanza

(%) I. C. SLATER, ¢ Phys. Rev. », 82, 349, 1928; E. HyLLERAAS, ¢ ZS. f.
Phys. », 54, 347, 1929,

(® I. C. Suater, loc. cit. é

(®) R. Eisenscmitz e F. LoNDON, « ZS. f. Phys. », 60, 491, 1930,

(*) Y. Suciura, « ZS. £. Phys. », 45, 484, 1927,

(®) W. HE1TLER ¢ T. Loxpow, loc. cit,
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aeij nuclei ha il valore

e =116
mentre sperimentalmente (*) d = 1,087A. & probabile che una piu
‘esatta valutazione degli integrali (5) e (6) migliori il gid notevole
~accordo fra i due valori, L’energia corrispondente risulta :

Evm’u i 1;41V = — 32500 cal..

~ Manecano in proposito dati sperimentali, e dobbiamo riguardare il
valore ora. citato della affinitd chimica come un limite inferiore.
Raccogliendo tutti gli errori del metodo nelle parole « forze di pola-
rizzazione s si trova che queste dipendono per nueclei molto lontani
dal potenziale

e?

2RE

essendo o = 0,20.107** 1la polarizzability dell’atomo neutro di elio,
e se ammettiamo che tale espressione sia ancora press’a poco valida
alla distanza (vera) di equilibrio, ¢id che & assai dubbio, troviamo
come valore presumibile dell’affinitd chimiea :

N ‘ — E = 2,4V = 55000 eal. .
Possiamo infine calcolare il iquanto iniziale d’oscillazione da

_ 1 TTE
"=or M, ZZF)O

=0

1
essendo M,.—_—QM He=3,30.10~** la massa ridotta dell’ oscillatore, e
az 2
(m) la derivata seconda.della curva potenziale nel punto di equilibrio.
0
°E
Poiché il caleolo da ((%) =3,03.10% erg./em.? troviamo
P 0

" m=1610 em.—?

.1n accordo casualmente perfetto con il valore determinato sperimen-
talmente (%), n=1628 em.~, del primo quanto di oscillazione.

Ringrazio vivamente il Prof. E. Fermi che mi & stato largo di
. Dpreziosi consigli e aiuti. Ringrazio anche il Dott. G. Gentile per 1’in-
teresse con cui ha seguito questo lavoro.

() W. E. Curmis e A, HarvEey, loc. 6it.
(®) W. WEIZEL, « Z%. f. Phys. s, 56, 727, 1929. W. E. CURTIS ¢ A. HarvEy,
loc. cit. '



Fisica (Fisica teorica). — Reazione pseudopolare. fm atomi.
di idrogeno. Nota di E. MAIORANA(" presentata dal Socio
'O M CORBINO

Termini anomali con entrambi gli elettroni eccitati sono da lungo
tempo conosciuti in’ atomi con due elettroni di valenza; notiamo in parti-
colare i seguenti, che sono in parte bén noti in numerosi elementi neutri
o ionizzati: 2p 2p 3Po,,, 2p 2p D, 2p 2p :S. Formalmente analogo
a questi ultimi sarebbe, secondo una recente interpretazione @), il termine X
della molecola di idrogeno, a cui spetterebbe precisamente la configirazione
(2p0)**Zg. Ma I'analogia non sussiste nei riguardi energetici; mentre
infatti negli atomi la frequenza della riga 2p 2p—15 2p & dello stesso
ordine di grandezza della frequenza 15 2p—> 15 25, al contrario il termine
X ¢ relativamente profondo, poco pitt alto del termine normale 1 s¢ 2 po *Z,
con cui di intense combinazioni nell’ ultra~rosso, ma il secondo a sua valta
t.assai pitl elevato dello stato fondamentale (1 s6) 2:Zg (ca. 12 ‘volt.); sorge
di qua la difficolta di giustificare in via teorica la anormale posizione ener-
getica di detto termine anomalo e la sua stessa esistenza. A tale difficolta
Weizel ha cercato di ovviare con, una valutazione problematica, fondata su
dubbie analogie; noi abbiamo affrontato direttamente la questione, e i nostri
calcoli sembrano confermare la presunzione di Weizel che esista un termine
profondo (2 po) 2:Xg, benché la distanza teorica di equilibrio dei nuclei si
accordi meglio con il termine K (secondo Weizel 2 po 3 po *Zg) che con
il termine X.

Risulta peraltro che la” qualifica di stato con due elettroni eccitati &
puramente formale, e in realth Ja designazione dei termini mediante gli stati
dei singoli elettroni, se giova alla loro numerazione e al riconoscimento di
quei caratteri di simmetria che non sono turbati dall’interazione, non per-
mette da sola di trarre conclusioni attendibili sulla forma effettiva delle
autofunzioni; le cose stanno qui ben diversamente 'che nel caso di campi
centrali, dove & in generale possibile astrarre dall’interdipendenza dei movi-
menti degli elettroni (polarizzazione), senza perder di vista I’essenziale,

Il termine (2 po) »*Zg di cui ci dobbiamo occupare si pud pensare
come parzialmente costituito dall’unione-H+ 4+ H—, il che non significa
che sia un composto polare, poiché per I'uguaglianza dei costituenti il mo-
mento elettrico cambia segno con frequenza elevata (frequenza di scambio)

(1) Nella seduta del 4 gennaio 1931.
(2) W. WEmzEL, «Zeitschr. f. Phys.», 65, 456, 1930




e non & quindi osservabile; in questo senso parliamo di composto pseudo-
polare. _

Tutto cid vale soltanto in una rozza approssimazione e per una descri-
zione pili accurata, benché ancora assai schematica, & necessario considerare
la reazione Ht + H— insieme con I'altra H + H che fu da sola esaminata
da Heitler e London (®; limitandoci allora ai termini pari che ne risultano
troviamo: ‘1) lo stato fondamentale (150)2*Zg in seconda approssimazione
rispetto al metodo di Heitler ¢ London; 2) lo stato anomalo (2 po) */Zy.
Il primo deriva prevﬂentemente da H + H, il secondo prevalentemente
da H+ + H—. _

1. Se si divide lo spazio delle configurazioni in quattro regioni sa, ab,
ba, bb, secondo che ciascuno degli elettroni ¢ piti vicino al nucleo 2 o al
nucleo b, e si prescinde per un momento dall’interazione, le quattro possi-
bilitd sono egualmente rappresentate nello stato (2po) *:Xg ma I’ autofun-
zione ¢, ad es., positiva in aa e bb, negativa negli altri due casi; ’intera-
zione accresce la probabilitd di trovare il sistema di aa e bb e diminuisce
quella di trovarlo in ab e ba. Si riconosce facilmente questo comportamento
anormale osservando che lo stato (2 po) 2*Zg deve essere ortogonale allo
stato fondamentale, e in questo, come la riconosciuta applicabilitd del metodo
di Heitler ¢ London lascia presumere, sono rappresentati in modo prepon-
derante, per nuclei sufficientemente lontani, le regioni ab e ba; possiamo
quindi ritenere che con qualche approssimazione appartiene a (2 po) **Zg
I’ autofunzione di H— -}~ H* simmetrizzata nei nuclei; che tale approssima-
zione sia peraltro insufficiente s’immagina facilmente se si osserva che in
tal modo le superficie nodali vanno interamente perdute. Queste ricompaiono
se si include nel calcolo di perturbazione 'unione H + H di due atomi
neutri. Indicando con ®@,, e ¥, le autofunzioni elettroniche di H— rispet-
tivamente intorno al nucleo a e intorno al nucleo b, e con ¢ o ¢ I'auto-
funzione dell’atomo neutro a o b, si possono costruire come combinazione
delle configurazioni H— + H*, H* + H—, H + H (quest’ultima doppia per
risonanza degli elettroni) due autofunzioni pari appartenenti al 51stema dei
singoletti: :

yx == le + \P‘xg
(1)

Yo = @1 Yo + P2 s

Degli altri due stati che derivano delle stesse configurazioni ed hanno sim-
metria differente non ci occuplamo essi sono lo stato dispari dei tripletti
Iso 2 po 3Z,, instabile e gid considerato da Heitler e London e, con qualche
approssimazione, lo -stato 1so 2 po 'Z, che appartiene ai singoletti ma ¢&
anch’ esso dispari. Gli stati y, e y, dati da (I) non sono ortogonali, ma lo
stato fondamentale (1 s6)2*Zg e lo stato anomalo (2 po) *'Sg devono risul-

(1) W. Herreer e F. LONDON,. «Zeitschr. f. Phys.», 44, 455, 1927.




.—-60'.—-

tare da loro combinazioni ortogonali. L’ equazione secolare per la determi-
nazione degli autovalori si scrive:

L+L—(G+SE 2M—2QE
@) _ 2M—2QE Lo+L.—(t+R)E

essendo, se le autofunzioni sono reali:

; Io = f‘?x d.-’qu)z % d=
L= [eid Heidads
Lo.—_f-cp,,chx;dT
) x=f¢’sz\szdT
M = [ HOw dr
S =f(Px ququ‘-Psz
R = [cp,-, v, dr
Q= [ 4: Puds

(3)

”f\,‘ % il

|

i

'Se si assume come zero dell’energia quella, ad es., degli atomi neutri
separati si pud riguardare H come perturbazione; la difierenza delle energie
di B+ 4+ H- ¢ H + H figura allora naturalmente come perturbazione
"quando H & applicato a D, 0o a V.. )

2. Parte degli integrali (3) si trovano in Heitler e London ® e Su-
giura ®; per valutare gli altri dobbiamo procurarci -una espressione appros-
simata di ®,,. Questa autofunzione, che descrive lo ione H-, non ¢& esat-
tamente conosciuta, ma il suo autovalore, che & legato all’ affinita elettronica
dell’idrogeno, & stato .calcolato con estrema precisione da varl autori ®;
questo semplifica la valutazione degli integrali (3) poicht H si riduce ad un
operatore finito. Come espressione di ®,, possiamo assumere con una certa
approssimazione il prodotto ®; @, di due autofunzioni dipendenti dai singoli
elettroni; la soluzione migliore, nel senso della minima energia, & allora,
come & noto, quella fornita dal ‘metodo di Harthree, che nel nostro caso &
con grande approssimazione:

c -—0293 «—-x,GSQ-
@,:-—-(3 ag—¢ ag

(1) W. HeitLEr e F. Lonpon, loc. cit.

(2) Y. SuGIURA, « Zeitschr. f. Phys. ». 45, 484, 1927. -

(3) H. BerHg, «Zeitschr. £ Phys.», 57, 815, 1929; E. A. HyLLERAAs, ivi, 6o, 624,
1930; P. STARODUBROSKI, ivi, 65, 806, 1930. '
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¢ analogamente per @,, ma benche sia possibile eseguire tutti i calcoli con
questa autofunzione, la complicazione & eccessiva & abbiamo preferito ’espres-
sione pitr semplice

1T ry

O, =ce ®€a -

che & stata usata da Hylleraas nella sua teoria dell’idrite di litio solida (),
L’uso dell’autofunzione approssimata ®,, e il modo convenzionale d’inten-
dere H®,, fornisce per M due valori differenti:

M :':fcp1 !.lJzH(I)u dT‘ e M =j(p13H<Px g, dv. .

Abbiamo preferito la prima espressione che & pili semplice e forse pil
esatta, ma come la seconda non si presta al calcolo, il controllo non cie
stato possibile, salvo che in casi limiti. Il pilt alto degli autovalori di (2)
che appartiene a (2po)** Zg diviene minimo a una distanza che male si ac-
corda con la distanza d’equilibrio del termine X (circa 2 A in luogo di 1,35),
ma energia risulta allora di 7.5 volt al di sopra di quella degli atomi neutri
separati e nello stato fondamentale, cio¢ circa 27000 em~* sotto il limite
normale di H, (sperimentalmente per il termine X: 22000 ¢cm—*) e questo
risultato & anche troppo favorevole, poiché per il metodo seguito era da
aspettarsi un valore notevolmente minore del vero. Benché non possiamo
escludere in modo assoluto che Pinterpretazione di Weizel sia falsa e che
il termine (2po) **Zg , certamente stabile e relativamente profondo, non sia
il termine X ma, o il termine K, o altro termine non ancora osservato,
si pud forse attribuire D'errore nella determinazione della posizione di equi-
librio e il risultato troppo favorevole del calcolo dell’energia all’uso di una
autofunzione poco corretta per H—; una valutazione quantitativa & difficile,
ma sembra certo che quella approssimazione tende a produrre errori nel
senso stesso delle divergenze constatate fra calcolo ed esperienza.

(1) E. A. HyLLERAAS, «Zeitschr. f. Phys.», 63, 77t, 1930.




ATOMI ORIENTATI IN CAMPO MAGNETICO
VARIABILE

Nota di ETToRE MAJORANA

Sunto. - IL’auiore calcola la probabilitd che abbiano luogo processi non
adiebatict quando un raggio di vapore orientato passa n - prosszmzm ds
un punto in cut il campo magnetico si annulla.

‘Un atomo orientato in un campo magnetico lentammente variabile

segue, come & noto, adiabaticamente la direzione , supposta variabile,

del eampo. A cid si deve il fatto recentemente po»sto in evidenza che
sottoponendo un raggio molecolare proveniente da una esperienza
di STERN e GERLACH a una seconda esperienza di STERN e GERLACH
non si ottiene una nuova divisione del raggio, perché tutti gli atomi
hanno la stessa orientazione, avendo seguito esattamente il campo
vagante, difficilmente eliminabile, nel tratto compreso fra le espan-
sioni polari destinate a produrre il raggio orientato ¢ quelle che de--
vono saggiarne l’orientazione dopo un certo percorso. Tuttavia
Pripps ha intrapreso delle esperienze per rivelare una variazione
non adiabatica del campo in detta regione; la condizione a cid neces-
saria & che il campo sia sufficientemente debole e la variazione della
sua direzione sufficientemente rapida perché la sua frequenza di ro-
tazione divenga comparabile con la frequenza di Larmor. Poiché &
difficile abbassare 1’intensitd del campo al disotto di aleuni gauss (1),
¢ necessario, per una veloeitd del raggio di 10° em./sec. che la dire-
zione del campo, vari di molto entro una frazione di millimetro ; si
tratta quindi di esperienze delicate che non hanno dato finora esito
conclusivo. _

I1 problemma & stato trattato teorleamente da Gtrrmveer () per il
caso di un eampo rotante uniformemente e di intensit¥~costante. In
questa nota supporremio invece che il raggio molecolare passi in pros-
simitd di un punto in cui'il campo magnetico si annulli; questo caso
& particolarmente importante perchd se il raggio passasse esattamente

(1) T. E. Prrers e O. Sterw, ¢ ZS. £. Ph. », 73, 185, 1932,
(2) P. GiTTINGER, ¢ Z8. f. Ph.», 73, 169, 1932.
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per un punto di campo nullo tutti gli atomi invertirebbero la 101'0
orientazione.

D’altra parte un punto di ecampo nullo non pud essere portato
sul percorso del raggio molecolare che per tentativi, disponendo, ad

, di due campi ausiliari ortogonali indipendentemente regolabili,
cosi che & difficile realizzare 1'esperienza fino a che non si disponga
(i mezzi rapidi per la rivelazione del raggio. Ne anticipiamo tuttavia
s discussione anche per meglio chiarire la natura del problema dina-
mico offerto dalla rotazione di un atomo magnetico in campo comun-
que variabile. Risultera da quanto segue.che la trattazione del pro-
blema secondo la meccanica classica o secondo la meccanica quanti-
stiea richiede 1’integrazione delle stesse equazioni differenziali, cosic-
ché quando la soluzione classica & nota, come nel caso di un campo
uniforme rotante con velocitd angolare costante, partieolarmente
considerato da GUTTINGER, la soluzione quantistica pud esserne dedotta
immediatamente. Per il problema che studieremo piu avanti, passag-
gio in prossimitd di un punto di campo nullo con gradiente di eampo
lentamente variabile, 1’impostazione quantistica & matematicamente
pift conveniente; ma anche qui basta risolvere il caso piu semphce,
j=1/,, per dedurne la soluzione generale.

1. Uno stato rotazionale di un .atomo con quanto interno j=1/,
pud essere rappresentato come combinazione lineare dei due stati
ortogonali ¢; e ¢ ; aventi momento ==?/, in direzione dell’asse z:

2
b=Cids1+C 19 1
2 2 2 2
C 4

ed & essenzialmente definito dal rapporto —-0—13 .

2
Se le fasi di 4y e ¥, sono scelte in modo da dare la rappresen-
' 2 7 - _
tazione ordinaria dei momenti angolari, lo stato ¢ pud ossere rap-
presentato, come & noto, in modo invariante da un punto P su una -
sfera unitaria, le cui coordinate sferiche ¥, ¢ sono definite da

C

¥ i
o O i )
tanbze =

1O}

:
Il raggio vettore OP, essendo O il centro della sfera, da allora

la direzione secondo la quale il momento nello stato ¢ ha il valore 1/2.
Nel caso g-—- 1/, 11 pilt generico stato rotazionale corrisponde qumdl
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] . . 14
ad atomi orientati con momento 55, 10 una direzione arbitraria.
)

La probabilitd d’accordo fra due stati rappresentati dai punti P e P’
¢ data da

W(P, P')= COSQ% o

se a & 1’angolo POP’; essa si annulla, ciog i due stati sono ortogonali,
quando P e P’ sono diametralmente opposti. Per j > 1/, non esiste
in generale una direzione secondo cui 1’atomo & orientato, ha cioé
un valore determinato dal momento angolare, ma una rappresenta-
zione geometrica intrinseca, simile alla precedente, &€ ancora possi-
bile. Solo ogni stato sard rappresentato da 2j punti sulla sfera uni-
taria, anzi che da uno solo. Consideriamo infatti uno stato generico:

b= Ci; + Ciybj—y + .. +0——7.—~y
e siano §,, GC,,..., Gy; le radici dell’equazione :

(1) ‘ ¥ + a0 L ay = 0
essendo ¢,

—
2 a, = (— —
(@) = (-1 e

Lo stato ¢ pud allora essere rappresentato dai punti P,, P,,..., Py; sulla
sfera unitaria, le coordinate sferiche ¥, p, di P, essendo date da

L8 tanwle =,

Si verifica senza difficoltd che questa rappresentazione geometrica
non dipende dal sistema di coordinate. La disposizione dei punti rap-
presentativi & a priori arbitraria, ma diviene particolarmente sem-
plice se si considerano atomi orientati. A uno stato orientato con com-
ponente del momento angolare m nella direzione O P corrispondono
infatti j -+ m punti coincidenti in P e j— m nel punto diametral-
‘mente opposto a P, come se ognuno dei punts rappresentativi indi-

casse la direzione di um piccolo giroscopio conm momento angolare
5o La probabilitd di accordo fra due stati oriemtais, l'uno con

momento m nella direzione O P, 1’altro con momento m’ nella dire-
zione O P/ formante con la prima 1’angolo «, & data da

@  WE,P )= (cos ) (G- m)! (G —m) L (G-em) L (=)

o\ 2r—m -+ m/ 2
(—1)y (tang é)

rlr—m+m)! (j+m—r)!({j—m'—r)!

s,

ed & naturalmente simmetrica in m e m’.
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’

Consideriamo ora la rotazione dell’atomo in un.campo magnetico
H (%) comunque variabile nel tempo. Supponiamo pereid che 1’atomo
possieda un momento magnetico — gju, cosi che per campo sufficien-
temente debole si pud assumere come Hamiltoniana gy,(j,-H). Le
equazioni del movimento saranno allora

C,=— %;I—L—iggo[mﬂﬂm + V(i +mi(j—m—+1) gﬁ%—z—% C -+
+ViFmrLG—m) &._:;__?Eg om_H}.
Sostituendo mediante (2) abbiamo
| g, = — ?%7' gL, [( j—)H . — (r + 1) El_»_v__g_@ Gppy —
—(2) —r—+ 1)—&_—*-2:3-@— a,.__l]

- Uguagliando a zero la derivata temporale del primo membro di (1)
troviamo, dopo facili riduzioni, per una generica radice ; di detta
- equazione :

o Hat z'Hy>

da cui seguono mediante la (3) le variazioni temporali di ¥, ¢, relative
al punto rappresentativo P; di cui G; & la pr01ez1one stereografica
sul piano complesso z 4 4y :

2
19' == A gl—"o (Hy Cos cpl H, sin (PZ)’

. 2 H, cos ¢; + H, sin g;
P =" It (H"‘” tang ¥ )

Queste equazioni esprimono che ciascuno dei punti rappresenta-
tivi sulla sfera unitaria precede intorno al campo con frequenza g-o,
essendo o la frequenza di LiARMOR, come accadrebbe nella meccanica
classica se uno qualsiasi dei raggi vettori OP; indicasse la direzione

di un giroseopio di autoimpulso J o © momento magnetico — gi,-

Si pud del resto provare che la validita di questo risultato & implicita
nell’invarianza della nostra rappresentazione geometrica, e viceversa.

Da quanto si & detto risulta anche che la posizione relativa dei 27
punti rappresentativi resta invariata nel corso del tempo, cosicche se
inizialmente 1’atomo & orientato con componente del momento ango-
lare m in direzione del campo, esso sard ancora orientato.al tempo ¢
fcon momento m secondo una direzione formante un angolo «(#) eon
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il eampo. Lia conoscenza dell’angolo di shandamento a(t), che puo es-
sere calecolato indifferentemente con la meccanica classica o con la
. meccanica quantistica ed & indipendente da j e da m permette di cal-
~colare mediante la (4) la probabilitd che la componente del momento

angolare nella direzione del campo abbia al tempo ? il valore gene-
hd /
rico m’.

2. Supponiamo ora che un raggio di atomi orientati passi in pros-
simitd di un punto € in cui H,—=H,=—H.=0; in vicinanza di @ le
componenti del campo saranno funzioni lineari delle coordinate car-
tesiane z, v, 2, e, in un sistema solidale con 1’atomo in movimento,
che con grande approssimazione possiamo ritenere rettilineo e uni-
forme, le componenti del campo agente sull’atomo stesso saranno
funzioni lineari del tempo. Seegliamo 1’asse z nella direzione che ha
il campo quando esso raggiunge la minima intensitd, eid che accadra
in generale a non grande distanza da ¢, e l’asse z nella direzione
della derivata temporale, cambiata di segno, del eampo magnetico,
che & naturalmente normale alla precedente. Assumiamo inoltre come
origine dei tempi, l’istante in cui il campo & minimo, Le componenti
del campo a cui 1’atomo & sottoposto in un istante generico avranno
la forma:

H,—A; H,=0; H,=-—C(t.

Supponiamo j=1/, ponendo ¢ =Ed Y/, + b —/y; le equazioni del
moto saranno
7}

£ = — 7 gy (— OIE -+ Ax),

. )
n=— 7 0p.(4& + Cin).

A fine di operare con variabili prive di dimensioni, introduciamo
una nuova misura del tempo:

e la grandezza numerica
- 2g 1,42

. ]':

che d3 il rapporto fra la frequenza di precessione dell’atomo e la fre-
quenza di rotazione della direzione del campo quando questo rap-
porto ha il valore minimo, cioé per t==0. Se il raggio di vapore
passa’con velocitd v a una distanza d dal punto @, nelle cui vicinanze
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.

regnano gradienti di campo dell’ordine di G gauss per cm., K risul-
. . a?
terd dell’ordine di 107 G?ﬁ per es., per v=10% e G v» 1 sara % v 100d>

“e cosl kool per d=1 mm.. Nelle nuove variabili avremo :

2+ VA

d~ e
= — i(VEE -+ 2en)

che possiamo semplificare con la posizione :

E=ev'f; n=e iy
da cui segue:

a__, VEe—ticy
) o
__q — e 3\ T p2in®
‘ (3= i Vet f,
- Eliminando ¢ troviamo:
- 2
(6) Z ] df e+ kEf = 0.

Delle soluzioni i questa equazione differ-ehziale possiamo dare
una rappresentazione integrale che permette di determinarne 1’espres-
sione asintotica per grandi valori, positivi-o negativi, di v; questo &
appunto quanto ci oceorre, poiché noi supponiamo che per T =—-—oo
I’atomo sia orientato rispetto al campo e vogliamo determinarne 1’o-
' rientazione per T — oo,

© Poichd tutto si riduce a ealcolare I’angolo « pill sopra definito,
basta considerare una sola soluzione della (6). Essaci & data da

- LI
f("c)‘—‘ Vke j‘ +srds
21+ Vn
log s avendo il suo Valore prmmpale e la cond1z1one ai limiti
 s?

-+ 87T
847' 681. —0

c

essendo soddisfatta se il cammino di integrazione ha la forma indi-
cata nella figura, dove si sono distinti i due casi t <0 e v>0.

La parte negativa dell’asse reale & linea di discontinuitd nella
- funzione integranda e non pud essere attraversata; inoltre, a fine

di permettere la valutazione delle espressioni asintotiche i cammini
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di integrazione si sono fatti passare per il punto di sella s =— v
nella direzione della massima pendenza.

Per ©— — oo tutto ’integrale proviene dalle vicinanze del punto
§ — — 447 e mediante la sostituzione

s=—4d1t+ (1 —d)p

«i ealeolano facilmente i primi termini dello sviluppo asintotico di f

col{~1+1)

e, attraverso la prima delle (5), di g. Si trova, trascurando termini
che tendono 0 zero:

k
tee—oo; f=0; g=(—40)%.

Per t—oo l’espressione asintotica dell’integrale proviene in

parte dalle vicinanze del punto di sella s = — 447 e in parte da quelle
del punto di diramazione O. Si trova in questo caso:
k ku‘
f=— 1— ~Hg ®ginh <Zm> I‘(-k—)
T 0o 2\/ 4 41
E _km
g= (41)4" e *.

Badando che per a reale Q)
. T
| L(ai)] "Va sinh (ma)
oppure tenendo presente la costanza di | /2| 4 | g2 | troviamo le se-

. (%) V., p. es., WHITTAKER ¢ WATSON, Modern Analysis, IV ed., p. 259.
’ 4
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.

genti espressioni per | f] e | g| :

T — oo 71=0; |gl=1

T _En _m
Jf|:l/1‘*3 25 lg|=¢e *.

Per v ——oco il campo & diretto secondo 1’asse 2, cosicchd al-
Finizio del fenomeno 1’atomo ha nella direzione del campo il mo-

1
8

1 . s . .
mento — 5 5y Der T oo il campo & diretto invece secondo —z e il
d

il valore limite di | g% | segna quindi la probabilitd che 1’atomo inverta
la propria orentazione, si trovi ciod ad avere, dopo essere passato

1nh .
nelle vicinanze di @, un momento 5 o nella direzione del campo.

Tale probabilitd & quindi

1 1y k=
W("“é’ é)ze

Cosiper K =11l 21 % e per K =2 il 4,3 %, degli atomi si capo-
volgono. .

La soluzione generale del problema per j qualsiasi e transizioni
da m a m’ si avrad dalla (4) sostituendovi il valore dell’angolo « di
shandamento. E poiché nel nostro caso

11 o
S T A
W(-—— 5 2)-——8111 5
risulta confrontando con 1’espressione precedente
ke

a=—2arcsine *.




TEORIA RELATIVISTICA DI PARTICELLE
CON MOMENTO INTRINSECO ARBITRARIO

Nota di ETTORE MAJORANA

Sunto. - Lautore stabilisce equazions d’onda lineari nell’energia e relati-
visticamente invarianti per particelle aventi momento angolare intrinseco
comunque prefissato.

BN

La teoria di Dirac dell’elettrone fa uso, come € noto, di una
funzione d’onda a quattro componenti delle quali, quando si consi-
‘derino movimenti lenti, due hanno valori trascurabili mentre le
altre due obbediscono in prima approssimazione all’equazione di
SCHRODINGER. '

In modo analogo una particella con momento angolare intrin-

h I3 5 . . -
seco SQ-TE(S:O, 5 1, Q"“) e descritta nella meccanica quantistica
mediante un complesso di 2s -+ 1 funzioni d’onda che soddisfano
separatamente all’equazione di ScHRGDINGER. Tale rappresentazione
¢ naturalmente valida finché si traseurano gli effetti relativistiei,
e cid & lecito per particelle mobili con velocitd piceola di fronte a
quella della luce. Un altro caso in cui la teoria elementare & ancora
utilizzabile & ovviamente quello in cui la velocitd della particella
pur essendo comparabile con ¢ rimane quasi costante in direzione
e grandezza, poiché allora & possibile ricondursi allo studio di movi-
menti lenti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento.

Il caso invece in cui la velocitd delle particelle pur essendo quasi
-costante entro regioni sufficientemente estese del continuo spazio-
tempo varia da una regione all’altra lentamente ma fra valori
estremi lontani, sotto 1’azione di campi esterni deboli, non si lascia
trattare immediatamente con 1’equazione non relativistica di ScuRO-
DINGER.

Una generalizzazione relativistica della teoria precedente deve
soddisfare successivamente alle condizioni seguenti al crescere del
suo grado di accuratezza: _ »

(a) La teoria permette lo studio di particelle aventi velocita
quasi determinata in grandezza e direzione, dando risultati equi-



336 " E. MAJORANA - RELATIVITA E MOMENTI INTRINSECT

valenti alla teorla non relatlvmtlea senza tuttavia la necessitd di
scegliere un sistema particolare di riferimento.

(b) La teoria permette inoltre di studiare processi in cui la velo-
citd delle particelle varia lentamente, ma entro limiti comunque
estesi, per 1’azione di campi esterni deboli.

(c) La teoria & valida in generale comunque indeterminata sia
la velocitd delle particelle. .

E probabile che una teoria rigorosa soddisfacente alla condi-
zione (c) sia incompatibile con il mantenimento dell’attuale schema
quantistico. La teoria di Dirac dell’elettrone che pure ha dimostrato
la sua feconditd nello studio di fenomeni schiettamente relativistici
come la diffusione di raggi y duri, soddisfa certo imperfettamente
alla (c), come prova la nota difficoltd delle transizioni a stati di
energia negativa. Al contrario & verosimile che una teoria soddisfa-
cente a (b) e solo parzialmente a (¢) non urti in difficoltd sostan-
ziali, il suo contenuto fisico potendo essere essenzialmente quello
stesso che giustifica 1’equazione di ScHRODINGER. L’ esempio pill no-
tevole di tali generalizzazioni- relativistiche ci & dato appunto dalla
teoria di DirAc, ma p01ehe questa & applicabile soltanto a particelle

1
2on momento intrinseco $§=3, ho cercato equazioni analoghe nella

forma a quelle di Dirac, sebbene alquanto piu complicate, le quali
permettono la- considerazione di particelle con momento angolare
arbitrario, e in particolare nullo.

L’equazione d’onda, in assenza di campo, di una partlcella ma-
teriale, deve avere secondo Dirac la forma:

O %+ (o 7)— e p =0,

Equazioni di questo tipo presentano una difficoltd di principio. L’ope-
ratore =" deve infatti trasformarsi come la componente temporale
di un quadrivettore e cosi § non pud essere semplicemente multiplo
della matrice unitd ma deve avere almeno due autovalori differenti,
supponiamo $;, e $,; ma da cid segue che 1’energia di riposo della
particella, che si ottiene da (1) ponendo p =0 deve avere almeno
due valori differenti, ciod B, mc® e B, mc2. Secondo le equazioni di
Dirac i valori possibili della massa di riposo sono, come & noto,
+ m e —m dal che segue per l'invarianza relativistica che 1’ener-
gia puo avere due valori dltferentl per il segno per ogni valore di
p.W==xYVy mfc‘+c?p

L’indeterminazione nel segno dell’energia pud essere in realtd
superata, usando equazioni del tipo- fondamentale (1), solo se la
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zare in tensori o spinori finiti.

1. L’equazione (1) pud essere dedotta dal principio variazionale

@)

Una delle condizioni dell’invarianza relativistica & ovviamente che

5!&[’%’ + (o, p) — Pmc| JdVdt = 0,

sia invariante la forma @ng

Se ora vogliamo che 1’energia di riposo risulti sempre positiva,
gli autovalori di B devono essere tutti positivi e la forma $BY sard
definita positiva. B allora possibile mediante una trasformazione
non unitaria $—¢ ridurre detta forma alla forma unit:

IBd =p9p.

Sostituendo in (2) a ¢ la sua espressione mediante 9 si avra

€)

(4

da cul seguono le equazioni equivalenti alla (1):

®)

Dobbiamo ora determinare la legge di trasformazione di 9 di
fronte una rotazione di LORENTZ e 1’espressione delle matrici Vi
Y«» Yy» Y. in modo che sia rispettata l'invarianza relativistica del
principio variazionale (4) e quindi che sia ivi invariante la fun-

W
aJ cp[yo — (1, p)— mc} pdVdt =0,

zione integranda.

Cominciamo con lo stabilire la legge di trasformazione di ?
osservando anzitutto che l’invarianza di chp significa che dobbiamo
considerare solo trasformazioni unitarie. Per evitare complicazioni
esagerate diamo inoltre la legge di trasformazione solo. per trasfor-
mazioni di LORENTz infinitamente piccole, una trasformazione finita
potendo ottenersi per integrazione di quelle. Introduciamo le tra-

W
ln -+ ) — 'ch'p =0.

sformazioni infinitesime nelle variabili ct, z, y, 2:

CoOHO o COoO

0

0
0
0
1
0
0
0

0 0]
0 0
0 —1
1 0
0 0
0 0
0 0
0 0

SO oo

0

HOOO oo o

0
0 —
1
0
0
0
0
0
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0
1
0
0
0
0
0
0

SCooOoOH OO COCC
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€ poniamo

0 a, = in.: a, = ZTSy.; a, =18,

bp=—1T,; b,=—1T,; b,=—1T..
Gli operatori @ e b devono essere Hermitiani in una rappresen-
tazione unitaria, e viceversa; inoltre perché le trasformazioni infi-
nitesime siano integrabili devono soddisfare a certe relazioni di
scambio che si deducono da (6) e (7):

(ay, a,) =1a,

(@, by) =0

(8) (@, b,) =1,
(@r, b,) =—1b,
(bsrs b)) = —1a,

e le altre che si ottengono per permutazione circolare di z, y, 2.
La pit semplice soluzione delle (8) mediante operatori Hermi-
tiani & data dalle seguenti matrici infinite in cui gli elementi dia-

gonali sono numerati con due indici j e m e bisogna distinguere -

W : .. 1385 .
due possibilitd, secondo che si faccia J=25s 5> gri M=1J) i—1,..,

—J, oppure j=0,1,2,...; m=4j, j —1,...—j:

(4, mla, —1a,|j, m+1)= VG +m+1)j—m)
(jy ma,+ia,|j, m—1)= V{G+m(j—m+1)
(4, mla,|j, m)=m

1., :
(j, m|b, —1b,|j+1, m—+ 1):—5\/(.7'—4—71»—4— 1)(j+m+2)

1, ,~ ;
(j, m|b,—1b,|j—1,m+1)= QV(J—m)(J—m—l)
9)

1 :
(4, m|b, +1b,|j+1,m—1)= Q\/(j—m+1)(]—m+2)

1, ~ -
(j,m[b,-e—ib”j—l,m—l):——é V(j+m)(j+m—1)

e .
(im]b.|j+1,m)=5 V(j+m+1)(j—m=+1)

1 T TR
(4, m[b,1j—1,m) = 5 VI + m)j — m.

Se assumiamo che per riflessione nell’origine le ¢j, m restano
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inalterate o cambiano segno alternativamente al variare di j, b ri-
sulta un vettore polare, mentre ¢ & un valore assiale.

Chiameremo le grandezze su cui operano ¢ e b tensori o spinori
infiniti di indice zero secondo che j & intero o mezzo. La denomina-
zione «di indice zero » significa che & nullo 1’invariante:

- (10) L=uab,+ ab,+abd,.

Spinori o tensori infiniti pit generali possono definirsi per qua-
lunque valore di Z. Gli spinori possono essere ottenuti semplice-
mente nel modo seguente. Si consideri una soluzione generica ¢(q, t)
delle equazioni di Dirac senza campo e la si assoggetti & una tra-
sformazione relativistica:

(11) q)(q’ t) - q)’(% t)
Allora la trasformazione nello spazio:
(12) . $(g, 0) — ¢'(g, 0)

¢ unitaria, e se invece di funzioni arbitrarie ¢ (g, 0) consideriamo
solo quelle che appartengono a un determinato autovalore z, del-
I’operatore (10), che ha uno spettro continuo che si estende da
— o0 a -+ oc, noi troviamo funzioni che si trasformano mediante
(12) come spinori infiniti, ognuno di questi ottenendosi esattamente
due volte, )

Gli operatori @, e b, hanno nella rappresentazione (12) la forma :

2n 1
G = "; <ypz = Zpy) = Q T

p —2F H 1
“—hmc+2a”

e analogamente a,, a,, b,, b,.

2. Dobbiamo ora determinare gli operatori 7o, Yu» Yy, Y. iR
modo che (4) sia invariante. Poiché consideriamo solo trasformazioni
unitarie, detti operatori si trasformano come le forme Hermitiane
ad essi collegate ed & quindi necessario per l’invarianza della fun-
zione integranda in (4) che essi costituiscano un vettore covariante
(Yoy Yar Yyr Yz POl —T, — Y, 'Tz) .

B ovvia ’interpretazione di ¢y, € — ¢ye come densitd di carica
e di corrente. Gli operatori vy devono soddisfare alle relazioni di
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scambio :
(Y 0s Qo) = 0
(Yo ba) = e
(Ym.v @) = 0
a) a = i‘ z
(13) (Yor @) =1y

(Yac) az) = iYy
(Yo ba) = iy,
(Yas b)) =0

(Ym) bz) =0

e alle altre che si ottengono per permutazione circolare di z, y, 2.
Le relazioni di scambio (13) determinano, come & facile dimostrare,
Yo» Ya» Tys Y- @ meno di un fattore costante. Si trova

. . g
CYe=j+3
(GHm|ye —iy, i+, m+1)=— QV(j+nz+1)(J+m+2)
(J;m,Yw'—Wle'—lxm*“l);:‘_' V(J“'m)(J-m_l)

(14) (G mite+in[j+1m—)=sVi—m+I)j—m+9)

(J. ’mh'w+ W;,IJ—'Lm—l):Q V(i+m)j+m—1)

(j,m!Y:U'f‘l, m) = %\/(j+7n+l)(j—-m-+—1)

Le componenti non indicate di v,, Yys Y. essendo nulle. Si noti
che la forma Hermitiana ?y,¢ & definita positiva come richiede 1’in-
terpretazione fisica.

Vogliamo ora passare dalle equazioni scritte nella forma (5)
alle equazioni (1). Basta per cid porre '

(15) Pm = q’,’l_’f’l
- ]/_7 + 5

2

poiché allora la forma collegata a y, si riduce alla forma unita.
Otteniamo cosi equazioni della forma desiderata

' (16)‘ Pg’ + (o, p) — {1ch¢ =0
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. . 1

in cui j=——7 mentre le componenti diverse da zero di a,, a,, 2,
- ;
)

sono date da

(J+m+1)j+m+ 2

. > . i

(J.mlax-—wyu *‘1”"'*‘1)-‘2 o A 2
@+§Q+§

S —_ i/ =m—T)

(],mlaw mﬂ[] 1’m+1)~——2 . 1 . 1
i=3i+3)

(j,m|ax+izy|j+1,m'*1)=ﬁz (J—m+1){j—m+2)

BT

(j,M[am+iay§j—1,m~1)£% (]+m)(lj+m1——1)
b-2)i+3)

(jymla,|j+1,m)y= % u+m+?u—?+n
@*ﬁ@*ﬁ

v Gr:—m(j—ﬂ)

(j,m]a,5j~—1,n1,:-—-§ '—1—— 1\ -
]

Quando si cercano le soluzioni di (16) corrispondenti a onde
piane con massa positiva si trovano tutte quelle che derivano per
trasformazione relativistica dalle onde di momento nullo. Per que-
ste 1’energia ¢ data da ;
mc?

(18, . W=

J+3
Abbiamo cosi per valori mezzi di j stati corrispondenti a valori
m m .. 2m 2m
della massa: m, Gy Gy © Der intero: 2m, g H o
T da notare che particelle con massa differente hanno momento
angolare intrinseco differente, il momento angolare intrinseco aven-
do un valore determinato solo nel sistema in cui le particelle sono
in riposo.
Se si considera il complesso degli stati appartenenti al valore
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¥"1’del]a massa di riposo come realizzato in natura. tutti gli altri
2

stati non avendo significato, otteniamo ung teoria invariante dj
particelle con momento angolare s che in assenza di campo puo
riguardarsi come soddisfacente, ‘Si verifica senza difficolta che per
movimenti lenti ¢ particelle di momento intrinseco s soio le ¢,
sono sensibilmente diverse da zero e obbediscono all’equazione i

N . m
SCHRODINGER con il valore M = 1(1@11;1 massa, mentre le §,,,, ,,
S+ 5
2

. v s p ,
e b, ,.sono dell’ordine dJ-c, le ¢, ,. ¢ Yoy, m dell ordine di e

e cosi via.

Otteniamo cosi solo due equazioni d'onda di cui l'una ¢ adatta
per la descrizione di particelle con momento angolare non intero
¢ laltra per particelle senza momento angolare o con momenio
intero.

Oltre agli stati appartenenti a valori positivi della massa, ve ne
sono altri in cui ’energia & legata al momento da una relazionc
del tipo
(19) W == Veip? — Jt

¢ ne esistono per tutti i valori positivi di & ma solo per p=ic.

Questi stati possono riguardarsi come appartenenti al valore
immaginario % della massa.

Le funzioni di «spin » appartenenti a onde biane con p==0
hanno un’espressione particolarmente semplice nel caso di parti-
celle senza momento intrinseco se p, — Py =0, p, == p.

Per queste si trova a meno di un fattore di normalizzazione

) 0= V(T““%)(l 1=

(20) (j=0,1,2,..
Pj,m=0 per m==0

cssendo

- p VIS T )

- s _ — AL e

TMer T Mc

e M =2m la massa di riposo.

3. Vogliamo ora considerare brevemente 1'introduzione del campo
elettromagnetico nell’equazione (16).
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I passaggio dalle equazioni senza campo alle equazioni con campo
esterno avviene nel modo pitt semplice sostituendo a W e p, W—co
e p—«ﬁ A, se ¢ & la carica della particella o ¢ ¢ < 1 potenziali sca-
lare e vettore. Ma altre possibilita sono aperte. Possiamo ad es. ag-
giungere dei termini invari lanti, analoghi a quelli introdotti da
Pavurr (*) nella teoria del neutrone magnetico, che portano a fattore
le forze del campo in luogo dei potenziali elettromagnetiei cosi da
non turbare I'invarianza delle equazioni di fronte all indetermi-
nazione dei potenziali.

Tale artificio permette di attribuire a particelle con momento
angolare non nullo un momento magnetico comunque prefissato.
Nel caso dell’elettrone per es. si trova mediante la semplice sosti-

. 1 .
tuzione W, p — W — ep, p — ; A un momento magnetico + 5 1, in

luogo di — 11,.

Se si vuole specializzare la nostra teoria in una teoria dell ‘elet-
frone che si accordi fin dove ¢ possibile con i dati sperimentali dob-
biamo quindi modificare il momento magnetico con termini ag-
giunti. Ma la teoria dell’elettrone cosi ottenuta & un doppione inu-
tile della teoria di Dirac che resta assolutamente da preferire in
grazia della sua semplicitd ¢ del largo suffragio dell’esperienza. Il
vantaggio della presente teoria & per contro la sua applicabilita a

particelle con momento angolare differente da—zn
Le equazioni con il campo e termini’ aggiunti per modificare il
momento magnetico intrinseeo hanno la forma

(22) [(% __?’_,p) (a, p —gfl) gme + wa', Hy + A, E)|b=0

in cui @ sta per (¢, «,, a,'i e V per (b.', b,’, b)) mentre F ¢ H
rappresentano il campo elettrico ¢ magnetico.
La matrice @', si deduce da «.. (9, mediante la regola

1

123) (Jy mia, j, m')y=— pr—— vymia g, mh

Vot

e analogamente «,’, «., b, b.".
8 3 D Yy 3

p_.

(4) Citato da OrpuNHEIMER, ¢ Phys. R.» 41, 763, 1932,
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. o g 1 .
Per particelle con momento angolare intrinseco s =3 i deve porre
2
A =g nsep. e il momento magnetico che si vuole aggiungere a quello

=

che sorge naturalmente dall’introduzione «ei potenziali elettroma-
gnetiei nell’equazione d’onda, Quest’ultimo vale in tal caso, cone si
. eh R . § oo
¢ detto, —9 dume Per particelle senza momento angolare intrinsceo
¢ naturale porre A ==0.

Per quanto riguarda la soluzione pratica dell equazione d’onda
ricordiamo che per mevimenti lenti sono finite e obbediseono all’equa-
zione di SCHRODINGER solo le);, per il valore di j che misura il mo-

h
mento ancolare intrinseco in unita 5
i

Jn

Per particelle senza momento, ad es. si ha una sola componente

s 5 3 .V N
grande e cioé ¢,,, mentre le ¢, sono dell’ordine di Loose @ la
velocita della particella, le ,., dell’ordine di g2 @ cosl via. Si riesce
¢osl a eliminare per successive approssimazioni le compounenti piccole
¢ in particolare si giunge a espressioni molto semplici per il caleolo
della prima correzione relativistica.

Ringrazio particolarmente il Prof. [. FerM1 per la discussione
della presente teoria.
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Uber die Kerntheorie. -
Von Ettore Majorana, zwr Zeit in Leipzig.
Mit 8 Abbildungen. (BHingegangen am 8. Mirz 1933.)

Es wird eine Neubegriindung der Heisenbergschen Kerntheorie diskutiert,
die zu einer etwas abweichenden Haimiltonfunktion fithwt. Dementsprechend
wird eine statistische Behandlung der Kerne entwickelt.

Die Entdeckung des Neutrons, d.h. eines schweren und ladungslosen
Klementarteilchens, hat die Moglichkeit geboten, eine Kerntheorie auf-
zubauen, dis, ohne allerdings die grundsatzlichen mit dem p-Zerfall vex-
bundenen Schwierigkeiten aufzuldsen, wohl aber die Begriffe der Quanten-
mechanil in einem Bereich zu benutzen gestattet, der geschlossen schien.
Nach Heisenberg?) ist es moglich, fiir viele Zwecke die Kerne als aus
Protonen und Neutronen bestehend, d. h. aus Teilchen mit fast der gleichen

Masse, die den Drehimpuls 1 —-}k- haben und der Fermischen Statistik

2 9m

gehorchen, zu betrachten. Das Studium der Kerne ist also zuriickgefithrt
auf die Aufsuchung einer geeigneten Hamiltonfunktion, die fiir ein solches
System materieller Punkte giltig sei, und zwar in nichtrelativistischer
Néherung, da die Geschwindigkeiten der Teilchen vermutlich ziemlich
klein im Vergleich zur Lichtgesehwindigkeit sind (v ~ i%> Um eine
zweckmiiBige Wechselwirkung zwischen den Bausteinen der Kerne auf-
zustellen, hat sich Heisenberg von einer offenbaren Analogie leiten lassen.
Das Neutron wird als aus einem Proton und einem Elektron bestehend,
also wie ein nach einem den jetzigen Theorien unzuginglichen Prozef
konzentriertes Wasserstoffatom gedacht und zwar so, daB es seine stati-
stische Bligenschaften und seinen Drehimpuls verindere. Heisenberg
nimmt nun an, daB zwischen Protonen und Neutronen Austauschluréfte
wirken denjenigen dhnlich, die fiir die Molekularbindung von H und Ht
vor allem verantwortlich sind. Zu'einer solchen Wechselwirkung zwischen
Neutronen und Protonen, die- als. mafBgebend fir die Kernstabilitit be~
trachtet wird, fiigen sich die ConlombabstoBungskrifte zwischen Protonen,
Anziehungskr&fté vom van der Waals-Typus zwischen Neutronen und eine
Art von ,,elektrostatischer” Wechselwirkung zwischen Protonen und Neo-
tronen?).

1) 'W.Heisenberg, Z8. f. Phys. 77, 1, 1882; 78, 166, 1933.
2) V. Heisenberg, ebenda 80, 587, 1933. .
Zeitsehrift fix. Physik. Bd. 82. 10
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Man Lkann natiuwlich an der Giltigheit dieser Analogie zweifeln, denn
ginerseits gibt die Theorie keine Auskuntt itber die inmere Strukbur des
Neutrons, andererseits scheint die Wechselwirkung zwisechen Neutron wnd
Proton groB im Vergleich zum Massendefelit des Neutrons, wie er von
Chadwick bestimmt worden ist, zu sein. Ieh glaube also, es sei nicht
ohme Interesse zu zeigen, wie man zur Aufstellung einer der von Heisenberg
betrachteben sehr ahnlichen Hamiltonfunktion gelangen lkann, wenn man
nut die allgemeinsten und offenbarsten Kerneigenschatten am einfachsten
wiedergeben will. Wir werden dufiir ein statistisches Verfahren zu benutzen
haben, an dessen Zulissighkeit fir GroBenordnungsbestimmungen kanm zn
zweifeln ist. Ieh méchte noch darauf auimerksam machen, daB infolge
des von mir festgelegten Kriteriums fiw die Auswahl der Hamiltonfunktion
jetzt die Austauschlirifte das umgekehrte Vorzeichen wie in der Heisen-
bergschen Theorie haben, daher sind die Symumetriecharakters .der Iligen-
funktionen, die zum Normalzustand gehorven, und die ganze statistische
Behandlung verschieden von der in Heisenbergs Arbeit.

1. Die ziewlich zahlreichen Auskunftquellen, die wir fiber die Kern-
struktur besitzen, d.h. radioaktive Zerfille, Liwstliche Zerfille und An-
regungen, anomale Strenung von a-Teilehen, Massendefekfmessungen usw.,
scheinen einstimmig darauf hinzudeuten, daB den Kernen keine stark
unitdre, den Atomen dhnliche Qrganisation zuzuschreiben ist. Im Gegen-
teil sicht es so aus, als ob die Kerne aus ziemlich unabhingigen Konsti-
tnenten bestehen, dis nur bei numittelbarer Beriihrung aufeinander wirken.
Man findeb so i Zentrnm des Atoms eine Art von Materie wieder, dis
mit denselben Eigenschaften von Auwsdehnung und Undurchdringlichlkeit
versehen ist wie die makroskopisehe Matefie. Aus einer solchen Materie
sind die leichten und schweren Kerne ebenfalls konstituiert und der Unter-
schied zwischen den einen und den anderen hingt vor allem von ihrem
verschiedenen Inhalt von ,,Kernmaterie” ab. Eine solche Vorstellung kann
natirlich nur richtig sein, wenn die Coulombabstofung szwischen den
positiven Konstituenten der Kerne keine sehr grofie Rolle spielt; das ist
sicher der Fall fiir ziemlich leichte Kerne; fitr die schwerersn Kerne muf
infolgedessen eine gewisse Korrvekbtur eingefiihrt werden.

Nehmen wir nach dem oben Gesagten an, daB die Kerne aus Protonen
und Neutvonen bestehen, so ist unser DProblem, das einfachste Wechsel-
wirkungsgesetz zwischen diesen Teilchen, aufzustellen, welches, sofern die
elektrostatische AbstoBung vernachlissighar ist, zur Definition einer un-
durchdringlichen Materie filhrt. Es handelt sich eigentlich darum, drei
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Wechselwirkungsgesetze anfzustellen, und zwar zwischen Protonen, zwischen
Protonen und Neutronen und zwischen Neutronen. Wir werden aber der
Tinfachheit halber annehmen, daB zwischen jedem Paar von Protonen
nur die Coulombsche Kraft wirke; diese Annahme kann sich daraut siniger-
maBen stittzen, daB der klassische Radius der Protonen viel kleiner als
der mittlere Abstand der Teilchen innerhalb des Kernes ist. Ferner kommt
der Coulomb schen Kraft keine grofe Wichtigleit it leichte Kerne zu,
und da diese aus beinahe ebensovielen Neutronen wie Protonen bestehen,
liegt es nahe, als wichtigste Ursache der Kernstabilitit eine besondere
‘Wechselwirkung zwischen Protonen und Neutronen zu betrachten; zwischen
den Neutronen aber nehmen wir an, daf} keine merkliche Wechselwirkung
sich abspiele, da kein sicherer Grund fiir das Gegenteil vorliegt. Also miissen
wir nunmehr nur eine geeignete Kopplung zwischen Protonen und Neutronen
aufstellen. Infolge der schon hervorgehobenen, scheinbaren Ahnlichkeit
gwischen der Kernstruktur und derjenigen der festen Korper oder der
TFlitgsigksiten konnte es plausibel scheinen, egine Wechselwirkung von dem-
selben Typus wie fiir Atome und Molekils, d.h.
Anzichungskrifte bei grofem Abstand und stark ab- ¥ 5
stoBende Krifte bei kleinem Abgtand festzulegen, - 7
so daB die ,,Undurchdringlichkeit” der Teilchen Fig. 1.
gesichert ist (siehe Fig.1). AuBerdem mifite man e A non,
aber noch AbstoBungsluafte zwischen Neutronen bei :
kleiner Entfernung annehmen, um die gewiinschte Proportionalitit zwischen
Peilchenzahl und Kernvolumen zu erhalten. Eine solehe Losung des
Problems ist aber vom isthetischen Standpunkt aus unbefriedigend,
denn man muB nicht nur Anziehungskriifte von unbekanntem Ursprung
gwischen den Flementarteilchen annehmen sondern noch, bei kleinern
Abstand, AbstoBungskrifte von ungeheuret Grofenordnung, die von
einem Potential von etwa einigen hundert Millionen Volt abhingen.
Wir wollen deshalb einen anderen Weg einschlagen, mit Einfithrung von
so wenigen willkiulichen Elementen, wie es moglich ist. Die Hauptschwie-
rigkeit, die zu fiberwinden ist, besteht in der Frage, wie man zu einer von
der Masse des Kernes unabhéngigen Dichte gelangen kann, ohne die freie
Beweglichkeit der Teilchen durch eine kiinstliche Undurchdringlichkeit zu
hindern. Wir dirfen z. B. nach einem Typus von ‘Wechselwirkung suchen,
bei dem dis mittlere Energie pro Teilchen nie eine gewisse Grenze iitber-
schreiten kann, wie groB auch die Dichte sein mag; das lonnte eintreben
infolge irgendeiner Absattigungserscheinung, die der Valenzsittigung einiger-
mafen analog sein diirfte. Eine solche ‘Wechselwirkung zwischen Neutronen
10#*
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and Protonen wird, wie wir beweisen werden, durch folgenden Ausdruck

gegeben:
@, q|7]1Q" ¢ =—0(—@)8(g"—) ). (1)
Hierbei ist » = | ¢’ — Q" | gesetzt worden und @ und ¢ sind die Koordinaten

sines Neutrons bzw. eines Protons. Die Fumktion J (r) ist positiv und sie
dart deu in Fig.2 bezeichneten Gang aufweisen. Der Ausdruck (1) be-
bedeutet, daf zwischen dem Neutron und dem Proton Anziehung bzw.
" AbstoBung stattfindet, je nachdem die Wellenfunktion ungefihr symmetrisch
oder antisymmetrisch in den beiden Teilehen isk. Um der besonderen Stabi-
litit des o-Teilechens Rechnung zu tragen, werden wir noch annehmen, daB
@ und ¢ in (1) nur die Sehwerpunkiskoordinaten mit AusschlieBung des
Spins sein sollen. So erhilt man, daB auf jedes Proton im a-Teilchen heide
Neutronen statt eins wirken und umgekehrt, da wir gine symmstrische
Tuanktion in den Schwerpunktskoordinaten aller Protonen und Neutronen
(was streng bei Vernachlissigung der Coulombschen Energis der Protonen
gilt) annehmen kénnen. Im «-Teilchen sind alle vor-

J,,,,‘ :1 handenen vier Partileln in demselben Zustand, so

—F daB es eine abgeschlossene Schale in hoherem

Gang der lf:éﬁé;):;mzkme. Sinn.e als das Hellnmatom ist. Geht men vom
’ o-Teilchen zu schwereren Kernen tber, so kann

man nicht mehr, wegen des I’mﬂiverbc;f;s, weibere Teilchen in demselben
Zustand ansetzen, und da auBerdem die Austauschenergie (1) nur dann
im allgemeinen groB ist, wenn Proton und Neutron gich in demselben
Zustand befinden, muB man erwarten, was genau der Erfahrung ent-
spricht, daB Dei schweren Kernen der Massendefekt pro Partikel nicht

wesentlich groBer als beim o-Teilchen sein diirfte.

Wir wollen jetzt den Ausdruelk (1) der Wechselwirkungsenergie zwisehen
Proton und Neutron mit demjenigen vergheichen, den inan aus dem Re-
sonanzglied der Heisenbergsehen Hamiltonfunktion herleiten kann, wenn
man durch Betrachtung der Neutronen und Protonen als verschiedener
Teilechen die tnbequeme o-Spinkoordinate eliminiext. Dann findet man
ginen zu (1) dhnlichen Ausdruck, aber. mib zwel grundsitzlichen Unter-
schiéden. Hrstens nach Heisenbergschem Ausdruck sollen ) und g in
(1) alle Koordinaten einschlieBlich des Spins bezeichnen. Zweitens nimmt
Heisenberg fiir die Resonanzkrifte das wmgekehrte Vorzeichen an, was
fitr die statistischen Folgen am wichtigsten ist, denn infolgedessen sind die
Symmetriecharakter der Tigenfunktionen bei der Heisenbergschen
Theovie solche, daB keine Absittigung stattfindet und noch Abstolungs-
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krifte bei kleinen Entfernungen notwendig sind?). Wir werden jetzt niher
untersuchen, in welcher Weise diejenige Absattigung eintritt, die zur experi-
mentellen Exrscheinung der Undurchdringlichkeit der Kernkonstituenten fihrt.
9. In erster Naherung betrachten wir die Eigenfunktion des Kernes
als durch ein Produkt zweier Funktionen darstellbar, die von den Ko-
ordinaten der my, Neutronen, bzw. der m,, Protonen, abhingen:
w = "PN (Qv 21’ Ty Qﬂls Eﬂ]) y’P (Qu 0'1, o Qﬂg’ Uﬂz) (2)
und . denken wir uns @, und y, als aus Produkten von individuellen,
orthogonalen Bigenfunltionen durch Antisymmetrisierung erhalten:

1 -
yy = =—=2r+ Byy @y 21) - ¥§ @ny Zn)s
Yt ®
1 ‘
ve = o Zek Ryrle 01) -+ ¥ (Gny Ono)-

Im Falle einer grofien Anzahl von Teilchen diirfen die individuellen Wellen-
funktionen u mit freie Teilchen darstellenden Wellenpaketen identifiziert
werden. Aus der Rechnung wird es sich ergeben, dafl jedes Proton im Mittel
der Wirkung einer kleinen Angahl (eins oder zwei) Neutronen unterliegh
und umgekehrt; daher fithrt die Annahme von zu freien Teilchen gehrenden
Wellenfunktiorien infolge merlklicher Polarisationseffekte einen gewissen
TFehler oin. Die Methode ist aber fir GroBenordnungsbestimmungen ohne
Zweifel anwendbar.

Wir miissen algo den fiber die Higenfunltion (2) genommehen Mittel-
wert der gesamten Energie berechnen und nach den Bedingungen suchen,
unter denen er minimal wird. Die Energie besteht aus drei Teillen:

W=T+E-+4, (4
wobei T die kinetische Energie, E die elektrostatische Energie der Protonen
und A die Austauschenergie bezeichnen sollen. Wit nehmen der Einfachheit
halber an, daB alle individuellen im Schwerpunkt festgesetzten Zustinde
entweder frei oder zweimal mit entgegengesetzter Spinrichtung besebzt seien.
Dann sind n, und %, gerade Zahlen. Wir fithren noch die Diracschen
Dichtenmatrizen ein’: s

(@ lox|g) = = = ¥ @0 ¥ (€ 01‘)'1
gp==11i=1 ( 5)
2 ng
(@ lorle) == D ¥e @0 ¥ (q" O'z')'}
gp==1 i==1

1) W. Heisenberg, Z8. f. Phys. 80, 587, 1983. Pur die Maglichleit,
diese Arbeit vor der Publikation zu sehen, bin ich Herrn Prof. Heisenberg
gum groBten Dank verpflichtet. :

1
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g gelten die Gleichungen:

ok =2eov, b = 2¢», (6)
wobei der Faltor 2 vom Spin herrithrt, und daraus folgb£
22 ]
oy = /\0: Qp = <O' (7)

Weun M die Masse jedes Teilchens, ndherungsweise dieselbe fiir Neutronen.
und Protonen, ist, wird sich érgeben:

1
2

G 17 r
E = (q Ieplq) i (q¢"|er|q”") dq dg” + - (9)

lg'—

Wir haben in (9) ein Glied, das im wesentlichen die gewshnliche, von der

Coulombschen Wechselwirkung der Protonen abhingige Austausch-

energie darstellt, weggelassen. Dieses Glied ist von Dirael) herechnet

worden, und es ist nicht sehr wichtig, wenn die Anzahl der Teilchen groB ist.
Wir haben schliefilich:

4 =—|(dlexlgd) |0 —a"| (¢"ler|2) dq’ dg". (10)
Wenn die Zahl der Teilchen groB ist, dinfen oy und g, als tast diagonale
Matrizen uud sogar als klassische Funltionen von p wnd g betrachbet
werden, und zwar ist die buste Bindung zwischen Matrizen ind klassisehen
PFunktionen?) durch folgemdle Beziehungen gegeben:

v v . "‘,"J('y"-') :
<f1”“‘§,‘lewlq+§> - F‘ew(%q}e Ty,

v v ttp v) (11)
(q~—-g-lgrlq+§) = 37 ‘ep(p,q)e dp

und durch digjenige, die man aus Umkehrung der Fourierschen Integrale
erhélt.
Wenn man in die vorigen Ausdriicke (11) einsebat, belommsb man:

1 loxv(p@+er(pa) o, . 9
T = mj B p*dpdg, - (12)
€ op(p.g) er(p.g) 1 o
B = 3 W =7 dpdgdyp’dg, (18)

4 =

exv(p,q) VN(z q) dq = JQ.P(an) P(P»Q)lpdq, (14)

') P. A M. Dirac, Proc. Cambridge Phil. Soe. 26, 376, 1930.
*) Biehe u. B. Dirac, ebenda.,
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wobei ¥V (p, g) und V5 (p q) die klassischen Tunktionen, die den Matrizen
! "V 1 = e '3 1 J ’; —_— " ,
(@' |Vxlg") (@ lerlgMJI1d —1¢ l.} (15)

@ Vo0 = —(d lexlg) I 10 — ]
entsprechen, bezeichnen sollen.

Wir nehmen nun an, dafl in der Néhe gines Punktes g die Zusténde
Ileiner Energie besetzt seien, sowoh! von den Neutronen wie von den Pro-
tonen. Hs wird dann einen maximalen Wert des Impulses Py () fiw die
Neutronen und einen.solchen fiir die Protonen geben; und als Folge von
(7) wird sein: ‘ 2,

Py (q)
ow @:0) = <0’ wenn p < Py () \[ (16)

s P > P N (Q):
2, wenn p < Pr ()

er (P, Q) == <O, . D> Py (q) ’ (17)
Batrachten wir zunichst einen Grenzfall, d. h-den Fall sehr hoher Dichte,
so daB hfp, wnd h/pp, die der GroBenordnung nach der gegenseitigen
IEntternung der Teilehen im Kern entsprechen, ldein im Vergleich zum
Wirkungsradius der ‘Resonanzkrifte sind. Nehmen wir noch an, daf
Py > Pp, also die Dichte der Neutronen grofer als diejenige der Protonen
gei, und bemerken wir, dafl man in der zweiten Gleichung (15) infolge der
praktischen Diagonalitét von oy J|¢ —q"’| durch den Grenzwert J (0)
orsebzen kann, wenn J (0) endlich ist, so wird diese Gleichung einfach

@ | Vg0 =—7 O @]exl
Vo, Q) =—J ©0) ey (2: 9 (18)

Wenn wir nun in (14) diese einsetzen und bemerlen, daB, wenn g, (P, @) > 0,
auch immer gy = 2 ist, bekommen wir

woraus folgh

4 =——QJ(O)SQ-P—-%’—@dpdq=—-2J(O)n2. (19)

Das bedeutet, dah die von den Austauschkriften abhingige Bindungs-
energie pro Proton im Falle sehr hoher Teilchendichte bloB gleich — 2.J (0)
ist, wenn die Neutronendichte nur groBer ist als die Protonendichte. Ver-
nachlissigen wir zundchsb die Coulombsche gegenseitige AbstoBung
swischen den Protonen, was fiir leichte Kerne mit einer gewissen Naherung
gulissig ist, wnd setzen wir das Verhiltnis ny/n,, aber nicht die Dichte
fost; dann wird die potentielle Energie pro Teilchen eine gewisse Funlktion
der gesamten Dichte: _

eal) = pas (PRt PH. )
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die natiirlich fiir 4 = 0 verschwindet und sich dem konstanten Wert
2m, . . . -
; _:‘q;— J (0) tiar g — co nihert. Dieser Grenzwert wird das Minimwn
1 3
— J (0) ereichen, wenn #; = n, ist. Fir mittlere Dichten ist der allgemeine
Ausdrnek von a (1) wegen (10) und (11) durch

I ((ew®9er®Qp

= = G(p,p)dpdyp" 21
a Mg)H G (p.p)dpdp (21)
gegeben, wobei G (p, p) eine Funlktion von | p — p’ | ist, die folgendermafen
mit J (r) zusammenhingt:

72i
—— (p—pli

G(p,p) = je—ﬂh (

Die kinetische BEnergie pro Teilchen wird die Form haben:

J |o] do. (22)

b=yl

und die gesamte Tnergie o 4 ¢ kann ein Minimum fiir einen gewissen, nur
vom Yerhitltnis n,/n, abhingigen Wert erreichen (Fig. 8). Man erhilt also

Tig. 3. Einetische und potentielle Energie pro Teilchen.

eine Lonstante, von der Masse des Kernes unabhingige Dichte, und so
ein Kernvolumen und einen Energieinhalt bloB proportional der Anzahl
der Teilchen, wie die Erfahrung verlangt. Man kann versuchen, die Funktion
J (r) so zu bestimmen, daB die experimentellen Angaben am besten wieder-

gegeben vwerden. Der Ansdruck
' 2

. e

z. B. mit einer willkiirlichen Konstante ist zweckmifig, wenn er auch un-
endlich bei + = 0 wird. T ist aber bei groflem Abstand zu modifizieren,
da er einen unendlichen Wirkungsquerschnitt fiir den Zusammenstof
zwischen Proton und Neutron gibt; auflerdem scheint er ein zu Ikleines
Verhiltnis fir die Massendefekte vom o-Teilehen und vom Wasserstoff-
isotop zu liefern. So mub man einen Ausdruck mit mindestens zwei Kon-
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gtanten benutzen, z.B. eine Exponentialfunktion, J (r) = de” fr, Wir
werden aber auf diese Untersuchung nicht naher eingehen, denn, wie schon
hervorgehoben, kann die erste statistische Naherung zu erheblichen Fehlern
fithren, wie groB auch die Anzahl der Teilchen ist. Fir schwere Kerne spielt
die Coulombsche Kraft eine wichtige Rolle, und gie hat zur Tolge, daB
die Kernausdehnung etwas anwéchst, and auch die Dichte, sowohl der
Neutronen wie der Protonen, nicht mehr ortlich konstant ist. Die Aus-

tauschbindungsenergie wird jetzt nicht bloB vom Verhiltnis 7y/ny ab- ‘
hingen, sie wird sogar etwas kleiner als im Falle leichter Kerne sein, infolge
der von den Coulombschen Kriften verursachten Verminderung der Dichte.

Tech méchte Herrn Prof. Heisenberg fiir zahlreiche Ratschlige vnd
Rrorterungen herzlich danken. Auch Herrn Prof. BEhrenfest sei fiir wert-
volle Diskussion bestens gedankt. Endlich danke ich noch dem Consiglio
Nazionale delle Ricerche fitr die Ermoglichung meines Aufenthaltes in
Lieipzig.




TEORIA SIMMETRICA DELL’ELETTRONE
E DEL POSITRONE"

Nota di ETToRE MAJORANA

Sunto. - Si dimostra o possibilits, di pervenire a ung piena simmetrizen-
zione formale delln teorvia quantistica delleletirone e del positrone fa-~
cendo uso di um muovo processo di quamtizzazione. Il significato delle
equaziont di DIRAC me risulta alquanto modificato e non wvi & piRt luogo
a parlare di stati di energio negative; md a presumere per ogni aliro
tipo di particelle, particolarmente neutre, Pesistenga di -« antiparticelle »
corrispondents ai « vuolti» di emergia megativa.

L’interpretazione dei cosidetti « stati di energia megativa » pro-
posta da Dmac (*) conduce, come & ben noto, a una deserizione so-
stanzialmente simmetrica degli elettroni e dei positroni. Lia sostan-
ziale simmetria del formalismo consiste precisamente in questo, che
fin dove & possibile applicare la teoria girando le difficoltd di con-
vergenza, essa fornisce realmente risultati del tutto simmetriei. Tut-
tavia gli artifiei suggeriti per dare alla teoria una forma simmetrica
che si accordi eon il suo eontenuto, non song del tutto soddisfacenti;
sia perché si parte sempre da una impostazione asimmetriea,. sia

perché la simmetrizzazione viene in seguito ottenuta mediante tali °

procedimenti (come .la cancellazione di costanti infinite) che possi-
bilmente dovrebbero evitarsi. Percid abbiamo tentato una nuova via
che conduce pil direttamente alla meta.

Per quanto riguarda gli elettroni e i positroni, da essa si puo
veramente aftendere soltanto un progresso formale; ma ei sembra
importante, per le possibili estensioni analogiche, che venga a ca-
dere la nozione stessa di stato di energia negativa. Vedremo infatti
che & perfettamente possibile costruire, nella maniera pitt naturale,
una teoria delle particelle neutre elementari senza stati negativi.

(!) P. A. M. DiraG, ¢ Proc. Camb. Phil. Soc.», 80, 150, 1924, V. anche W.
HEISENBERG, ¢ ZB. f. Phys.», 90, 209, 1934.
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1. L’elettrodinamica quantistica si pud dedurre, come si sa, me-
diante un processo di quantizzazione da un sistema di equazioni che
comprende, da una parte, le equazioni d’onda dell’elettrone di Dirac,
dall’altra le equazioni di MAXWELL in cui le densitd di cariea e di
corrente somo rappresentate da certe espressioni formate mediante
la funzione d’onda elettronica. Lia forma che si di a queste espres-
sioni aggiunge in realtd qualeosa di nuovo alle equazioni di Dirac e
soltanto da essa pud derivare quella asimmetria rispetto al segno
della carica che nelle equazioni di Dirac non esiste. Ma poichd tali
espressioni risultano automaticamente dall’applicazione di un prin-
cipio variazionale da eui si deducono insieme le equazioni di Maxwell
e quelie di Dirae, il nostro problema sard dungue di esaminare il
fondamento di questo prinecipio e la possibilitdh di sostituirlo con
altro piu appropriato. .

Le grandezze che figurano nelle equazioni di Maxwell-Dirae sono
notoriamente di due specie: da una parte si hanno i potenziali elet-
tromagnetici, suscettibili entro i limiti del prineipio di corrispon-
denza di interpretazione classica, dall’altra le onde materiali che
rappresentano particelle obbedienti alla statistica di FErMI e che

hanno significato solo come grandezze quantistiche. In queste con--

dizioni appare poco soddisfacente che le equazioni e tutto il pro-
cesso di quantizzazione si facciano dipendere da un prineipio varia-
zionale che & soltanto suseettibile di interpretazione classica. Sembra
pitl naturale il cercare una generalizzazione dei metodi variazionali
tale che le variabili le quali figurano nella funzione Liangrangiana
abbiano, come & desiderabile, fin dal prineipio il loro significato
finale; e rappresentino gquindi delle grandezze non necessariamente
commutabili. B questa appunto la via che seguiremo. Essa ha im-
portanza sopra tutto per i campi legati alla statistica di Fermi, men-
tre per quanto riguarda il eampo elettromagnetico ragioni di sem-
plicitd possono far presumere che nulla sia da agginngere ai veechi
metodi. Non affronteremo del resto lo studio sistematico delle pos-
sibilitd logiche offerte dal nupvo punto di vista in cui el poniamo,
ma ci limiteremo a deserivere un processo di quantizzazione dell’onda
materiale che solo sembra avere attualmente importanza applica-
tiva; esso i presenta come una naturale generalizzazinoe del metodo
di JorpaN-WiGNER (1) e permette non solo di dare una forma simme-
trica alla teoria degli elettromi-positroni, ma anche di costruire una
teoria sostanzialmente nuova per le particelle senza carica elettrica
(neutroni e ipotetiei neutrini). Per quanto non sia forse ancora pos-

() P. Joppan e E. WieNER, « Z8. f. Phys. », 47, 631, 1928.

H
L
1
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sibile chiedere all’esperienza una decisione fra questa nuova teoria
e quella consistente nella semplice estensione delle equazioni di Dirae
alle particelle neutre, va tenuto presente che la prima introduce,
in questo campo ancora poco esplorato, un minor numero dj entita
ipotetiche.

Laseiando al lettore 1’ovvia estensione delle formole seguenti ai
sistemi continui di eui dovremo oeeuparei in seguito, esponiamo ‘per :
maggiore chiaresza il metodo di quantizzazione con riferimento ai {
sistemi discreti. Sia dunque un sistema fisico deseritto dalle varia- ‘ ;
bili reals (matriei simmetriche Hermitiane) q,g,, ..., gy Definiamo "
una funzione Lagrangiana

(l) L = 7: E {Aq'aq,-és ~4- qu‘rQs): . | ‘

7,8 g
) e poniamo . : ';
. 2) & f Ldt =0, :

intendendo che in queste formule Ars & Bys sono numeri reali : TE.s
ordinari, costanti i primi ed eventualniente dipendenti dal tempo '

i seecndi, e che soddisfano alle relazioni
(3) A-rs = -A-Br 3 Bq-s = — Bg,«,

essendo inoltre det||Ays||== 0.

Se le g fossero grandezze commutabili, il prineipio variazionale (2)
non avrebbe aleun significato essendo identicamente verificato. Per
grandezze non commutabili la (2) implica invece 1’annullarsi in ogni
istante della matrice Hermitiana

7:2 l5Qr(Zs Aﬂ‘S{Z& -+ Brst) - Es (.Ars‘Qs ~- Brsgg_)aq'r} == 0, I ‘
I

comunque si seelgano le variazioni 8g,. Questo & possibile solo se

le espressioni By (Arsgs + Brsgs) sono multiple della matrice unita, |

in modo che econ qualche opportuna aggiunta al prineipio variazio- !
. nale (2) (per es. imponendo 1’annullarsi della somma dei termini
diagonali (*) in tali espressioni) si possono.considerare le seguenti
come equazioni del movimento

(4:) 23 (A.rséa"‘i" B,«sqs) = O o 1, 2, ey N

Vogliamo ora mostrare che queste equazioni possono farsi dipen- i

(Y) L’ applicazione fisiea che & esposta pitt avanti suggerisce la restrizione
pil rigorosa che in qualungue combinazione lineare delle q, e in con ogni
autovalore dehba presentarsene un altro uguale e opposto,
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dere nel modo consueto
. 2mi ,
g, =—7 (¢.H— Hyg,)
dall ’Hamiltoniana
(5) H=—1tX BrsQrQs,
iy 8

la cui forma esatta sard meglio giustificata in seguito, purche si sta-
biliseano fra le g, opportune relazioni di anficommutabilitd. Sosti-
tuendo nelle (4) mediante le equazioni suceessive si trova infatti

2
z"s Brst = '7:;’3 ?"mArsBlm (gSQIQm - QZQHLQS) =
2
=7 o ArsBuin (059 + 096 — 28 + ands)] =

2r i
- %—ZE Bi, 14, {Es Ars(QSQZ -+ QIQS)] + {Es A;s(QsQl -+ qua‘)]in] U
e basta porre
o ho,
(6) B, 4,490 + 09:) = g On,

perche le (4) siano soddisfatte. Indicando eom | Ay || la matriee
inversa di | Ar| la (6) pud seriversi

(6) © Qs+ gsgr = Z—:t A5
Nel easo speciale che A sia ridotta a forma diagonale '
Aq‘s = QyOrs,
si avrd dungue
(7) QrQs ~+ QsQr = B Ors.
4-a,

Passiamo ora ad applicare questo schema alle equazioni di Dirae.

2. Dalle equazioni di Diraec senza eampo esterno
(8) g + (o, p) + [3mc] =0,

pud notoriamente essere eliminata 1’unitd immaginaria (e in modo
relativisticamente invariante) con un’opportuna secelta degli- opera-
tori o e @. Noi ei riferiremo appunto ad un sistema di coordinate
intrinseche tale che renda le (8) reali, avvertendo espressamente
che le formole a cui perverremo non sono valide, senza opportune
modificazioni, in coordinate gemerali. Indicando come di consueto,

e
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COn Tay Oy, O: € Py, Py, P due terne indipendenti di matriei di
Pauli, porremo:

9) % =005 yT=pp; . =po.; B=—p0,;
. h . o , 2
con che dividendo le (9) per " 5; © bonendovi f'=—f, = n,:jw

si hanno le equazioni reali

U 1 a !
®) s 5 (o )+ gy =0,

In conseguenza le (8) si seindono in due gruppi distinti, di cui
I'uno agisee sulla parte reale, I’altro sulla parte immaginaria di ¢.
Poniamo ¢ = U -+ iV e consideriamo le equazioni reali (8") in quan-
to agiscono sulle U:

139 ,
(10) [E P (e, grad) + {311} U=0.

Queste equazioni da sole (*), ciod senza considerare le equazioni
identiche che legano le V, possono essere ricondotte al prineipio va-
riazionale esposto anteriormente ed assoggettate al processo di quan-
tizzazione gid descritto, mentre nulla di simile potrebbe farsi con
i metodi elementari.

‘Come principio variazionale da cui dedurre le (10) assumiamo il
segnente:

. he 15

(11) 6lig- U* [5 % (e, grad) -+ B'p} Udgdt = 0.

B facile riconoseere che le condizioni (3) nella loro naturale esten-
sione ai sistemi continui sono verifieate. Seguono in base alle (7
le relazioni di anticommutabilitd

1 N r
(12) . Udq)Uua') + Uq')Udq) = 5 88l — q'),
mentre l'energia diviene, per la (5):
(13) = f U*[— cfo, p)— Bme?) Udy.

L’invarianza relativistica di (12) e (13) non richiede particolare
dimostrazione, poiché completando tali equazioni con quelle analo-
ghe che si riferiseono alle ¥, nonché con le relazioni di anticommu-
tabilitd fra le U e le V: Ulq)V,(q') + Viqd''U(q)=0, si riottiene nul-

(*) I eomportamento delle U per riflessione in un punto dello spazio si pud
definire convenientemente tenendo presenfe che, gid per altre ragioni, un eam-
biamento simultaneo di segno delle U, non ha signifieato fisico. Nel nostro
schema: U’(Q)::RU(-q) con B=—1ip,a, e quindi B#=—=-—1, Similment_e se si
inverte ’asse del tempo: U'(q, 1) =1p,U(gq, — ).




(17

176 E. MAJORANA

1’altro c¢he l’ordinario schema di Jordan-Wigner applicato alle equa-
zioni di Dirac senza campo. Ma & notevole che la parte di tale for-
malismo che si riferisee alle U (o alle V) possa da sola essere con-
siderata come deserizione teorica, in armonia eon i metodi generali
della meceanica quantistica, di un qualehe sistema materiale. I1 fatto
che tale formalismo ridotto non si adatti alla descrizione degli elet-
troni positivi e negativi, pud bene essere dovuto alla presenza della
carica elettrica e non impedisee ’affermazione che allo stato attuale
delle nostre conoscenze le (12) e (13) costituiseono la pitt semplice
rappresentazione teorica di un sistema di particelle neutre. Il van-
taggio di questo procedimento rispetto all’interpretazione elementare
delle equazioni di Dirac & (come vedremo meglio fra poco).che non
vi & piti nessuna ragione di presumere 1’esistemza di antineutroni
0 antineutrini. Questi ultimi vengono in realtd utilizzati nella teoria
dell’emissione § positiva (*), ma tale teoria pud essere, ovviamente,
modificata in modo che 1’emissione §, sia negativa che positiva, venga
sempre accompagnata dall’emissione di un neutrino. :

In ragione dell’interesse che 1’ipotesi suddetta conferisce alle
equazioni (12) e (13), erediamo utile esaminarne da vieino il signi-
ficato. Sviluppiamo percid le U nell’interno di un cubo di lato L
secondo il sistema di funzioni periodiche
a4) g =g e,

2

n 7 7
Y:(Yw’Yy!Yz)i Yw:f: Yy:'f, “{z’_——zﬁ;

Ny, Mgy Ny=0, =1, 22, .,

ponendo

(15) - Ul = Zya,(v)f Q)
In conseguenza, della realitd delle U, sard
(16) a,{Y) = a,{—7).

Ponendoci nel caso generale ¥==0, segue dale (12)
! - - 1
a‘r(Y)as(Y) -+ a’s(Y)a'r(Y) = g Brs,
a‘r(Y)as(Y) +'as(Y)a’r('Y) =0,
a,(n)ay) + a(y)a,v) =0.

Tutte queste grandezze sono inoltre anticommutabili con- le a(y') e
a(y’) per ' diverso sia da y che da — .

(1) Ofr. G. Wivg, ¢ Rend. Acead. Lincei », 21, 170, 1835,
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L’energia risulta per la (13):

(18) H=2 243 [—— he(y, ors) — 9120‘-’{3"3} E,.(y)as(y).

7, 8=1
La quantitd di moto secondo z corrisponde, come sempre, a meno

ho. . .
del fattore e allo spostamento unitario in tale direzione

19 M. =[0*p.0dg = 3, 3 v tphut),
e analogamente per M, e M..

Per ogni valore 4i v figura in (18) una form_a Hermitiana che
ha notoriamente due autovalori positivi e due negativi, tutti uguali
in valore assoluto a ¢Vm?® + nAy2,

Possiamo quindi porre in luogo di (18)

(8)  H=X2.cVme?+r>[By1)by1)-+Dyfy)oly) —Ba(Y)ba()—D4(1)b()]

essendo le b, opportune combinazioni lineari delle @, ottenute per
trasformazione unitaria. Risulta inoltre dalla (16) che le b{Y) sono
esprimibili linearmente mediante le b,(—7).

Dal fatto poi che la forma Hermitiana che figura in (18) per
un dato valore di y resta invariata in virti di (16) e (17) quando
si cambia y in — y segue tenendo ancora conto di (17) che si pud
porre:

(20) ba(y) = y(— )5 baly) = be(— Y)-
Introducendo per semplicitd le nuove variabili
{2l) B =V2b(1); Biy)=VZbyy),
otteniamo cosi :
_ -
(22) H==3c\Vmic + %* 3 [n,.(y) —_ é} \
r=1
. . 1
{28) M, =3y, 2‘:1 [ﬂr(r) - g} ,

essendosi posto
- 0
n ) =B,0B,0 =]

ed essendosi inolire

B,(1)By(Y') + B,(y')B,{y) = ByyBysy
@4 B,YIB{') + Byy)B,{y) =0,
E,.(Y)ES(Y') -+ Es(YI)E'(Y) - 07

14




178 E. MAJORANA

come si otterrebbe formalmente per i coefficienti dello sviluppo di
un’onda materiale ¢ due components seconlo 1o sehema di: Jordan--
Wigner., »

Queste formole sono completamente analoghe, salvo la diversa.
staﬁstica, a quelle che si ottengono dalla quantizzazione delle equa-
zioni di Maxwell. In luogo di quanti immateriali si’ hanno particelle
con una massa di riposo finita e anche esse con due possibilitd di
polarizzazione. Anche qui come nel caso dellg radiazione, sono pre-
senti i mezzi quanti di riposo dell’energia e della quantitd di moto,
salvo che il loro segno & opposto in apparente relazione con la diversa.
statistica. Hssi non ecostituiscono pertanto una diffeolts specifica e
allo stato attuale della teoria debhono anche qui essere considerati
come sempliei costanti addittive prive di significato.

La deserizione mediante autofunzioni di queste partieelle, cosi
come dei quanti di luce, non riesce in modo eonveniente, ma nel
nostro caso l’esistenza di una massa di riposo permette di conside-
rare l’approssimazione mon relativistica, nella quale sono natural-
mente valide tutte le nozioni della meceanica, quantistica elementare.
Questa approssimazione pud avere interesse pratieo sopra tutto nel
caso di particelle pesamti (neutroni).

I1 mezzo pit semplice per passare allo spazio delle confignrazioni
consiste nell’associare a un generico oscillatore 1’onda piana

1

L'l grite 9 Boay., (r=1, 2),

corrispondente allo stesso valore della quantitd di moto e con due
possibilitd di polarizzazione per tenere conto della molteplicitd degli’
oseillatori. Possiamo andare oltre e rappresentare con 1’autofunzione
complessa a due valori @ =(®,, @,) non pid una sola particells ma
un sistema che ne eontenga in numero indeterminato secondo il me-
todo di Jordan-Wigner. Basterd allora porre A

1 o
@,(q) =Er n 22l 9 By(y),
(25)

1 ;
Dylg) =2y 37 ™ D By(y).
) e : me N
Nell’approssimazione non 1'elat1w$tlca (['r | << —7_1,‘) le costanti
b(y) che figurano in (18') sono combinazioni lineari della a,(Y)-
con coefficienti indipendenti da .
Tali coefficienti dipendono solo dagli elementi di f e in virtd
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di (9) si pud porre
b](Y) — a3(Y) ““jaz('f) ; bg(Y) — aa('l') ~+ ZaZ(Y)

i) = 0l b= Sl

con che anche le (20), a causa di (16), sono soddisfatte. Dalle (15)
¢ (25) segue dungue per ’approssimazione non relativistiea :

(26) @,(q)= Uylg) — tU,(q),
®,(q) = U,(q) + iU,(q).

Notiamo 1a circostanza, di interesse _puramente formafe, che
D=(®,, D) coincide a meno del fattore V2 con 1a eoppia di compo-
nenti grandi delle autofunzioni apparienenti alle equazioni (10),
interpretate nel modo consueto, senza ciod vestrizioni di realitdy. Per
dimostrarlo basta verificare che la trasformaziome ¢=}%’EU
permette di passare dallo schema (9) a quello usuale di Dirae
(@=p0; B=p;) e che risulta effettivamente

' ‘pazi%q)n %:—VIE(I),;
in tale sehema sono infatti notoriamente {, e ¢, le componenti grandi.
Questo avvicinamento, se chiarisce la legge di trasformazione di @
di fronte alle rotazioni mello spazio, cessa naturalmente di avere
significato in rapporto alle trasformazioni generali di Lorentz.

L’esistenza di formole semplici come le (26), potrebbe fare rite.
nere superfluo, almeno fino a una eerta approssimazione, il passag-
gio attraverso le onde piame. In realtd tale passaggio & sempre con-
cettualmente necessario per ottenere la eancellazione dei mezz; quants
di riposo. Dopo tale cancellazione 1’espressione dell ‘energia & infatti
naturalmente in prima approssimazione.

' « 1
(27) H= f @ (17102 +y p”) Ddyg,

e differisee quindi in modo essenziale dalla (13).

3. Come abbiamo gii detto, lo schema (12) non & sufficiente per
la- deserizione di particelle eariche; ma D'aggiunta di una seconda
quaterna di grandezze reali V, analoghe alle U, permette di riotte-
nere l’ordinaria eelttrodinamica in una forma simmetrica rispetto
all’elettrone e al positrone. Consideriamo dunque due serie di gran-




180 E. MAJORANA

dezze reali rappresentanti rispettivamente le particelle materiali e
il campo elettromagnetico. L grandezze della prima specie vanno
interpretate secondo lo schema esposto al n. 1, mentre quelle della
seconda serie, e eiod 1 potenziali elettromagnetici ¢ e A=(4,, 4,,4,)
possono intendersi come grandezze classiche quantizzate secondo la
regola di Heisenberg fondata sul principio di eorrispondenza. L’in-
sieme delle equazioni di Maxwell e Dirac si potra ottenere (con l’ac-
cennata restrizione per quanto riguarda le seconde) da un principio
variazionale

3 f Ldgdt,
risultando L dalla somma di tre termini
L=L + L'+ L"
di cui il primo & relativo all’onda materiale

, hey . Jl@ ,
(28) L:z-z—n%ﬂ*[z-ﬁ——(y, grad)+(3p,]17f

L1 ,
+V#[E.é%~(oc, grad)-i—ﬁp}VE,

e il secondo si riferisce al eampo di radiazione che supponiamo quan-
tizzato seeondo il metodo di Fmrmr (*)

" 1 2 ) 1 ]- " : 2
Bisogna gquindi imporre la condizione aggiunta.
(30) —(1;:};+div A=0.

Iespressione (29) differisce in realth da quella usata originaria-
mente da FErMI, ma solo per termini integrabili. Essa conduce a
una definizione del momento P, coniugato a ¢ tale da permettere
1immediata eliminazione di una delle due onde longitudinali senza-
passare per lo sviluppo secondo le onde piane; & a questo riguardo
del tutto indifferente che il seeondo termine nell’espressione 29)
di I” venga moltiplicato per una costante arbitraria diversa da zero.

Quanto al termine L, esso va seelto in modo che b=T 41V
obbedisea alle equazioni di DirAc (8) completate eon 1’introduzione
del campo esterno, ciod alle equazioni: ’

' {%—7—1—%(94—(@, p+%A>+[3mc]¢::O.

") B. FerMI, < Rend. Acead. Lincei s, 9, 881, 1920,
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Questo praticamente obbliga a porre
(31) L' = ieU*e + (o, A)]V — 1eVF[p + (e, A)]U.

Dalla variazione dei potenziali elettromagnetici si deducono al-
lora le seguenti espressioni per le densitd di carica e di corrente

s o= — ig(U*V — V*T) = — eﬂ_‘é_‘i’ﬂ’
(32) _ o
( I = ig(U*aV — V*al) =¢e qﬂ:é-w.

Queste espressioni differiscono da quelle consuete solo per costanti
infinite. La cancellazione di tali costanti infinite & richiesta dalla
simmetrizzazione della teoria che & gid implicita mella forma scelta
per il principio variazionale; infatti lo seambio di U, eV,, che en-
trano simmetricamente in L', equivale appunto a un cambiamento
di segno della carica elettrica.

Le UeV obbedlseono alle relazioni di anticommutabilitd
1
U,(q)Us\q") + Us<q')U,-<q) =5 58(g — ¢)0rs,
1
V AQV () + V@)WV (@) =5 5(g — ¢'Prs,
Uq)V4q) + Vg0 lq) =0,

equivalenti all’ordinario schemg di Jordan-Wigner quando si faecia

- ¢=0 + V. I potenziali elettromagnetici ¢, A5, 4y, 4. e i loro mo-

menti coniugati soddisfanno invece alle ordinarie relazioni di com-

%(g —g') esesndo ora

mutabilitd, ad es. Po(q)qg.(q’)—— o(qP,(q)= 21@
! 11,
Pozﬂm(gcpﬂ—dwxﬁ),
#3) 1 1 1
‘ PmZ-—-mE,z; Py:-—q—:T—IE.E!,; P,-—— 47‘ECE

I’energia consta di tre parti: H=H -+ H" 4+ H"”. 11 primo
termine H’ si deduce da L’ secondo le regole gid esposte. Il secondo

si ottiene secondo le regole elassiche H"' = f [ o+ (P, A)—-L"]dq

essendosi posto P=(P,, P, P.). Quanto al termine H”, esso si pud
dedurre da L seguendo indifferentemente 1’'uno o 1’altro metodo

(nel nostro ecasg H'"' = — f L”'dq) e cosi deve essere dato che L

¢ funzione tanto delle grandezze di campo materiali che di quelle

e—
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elettromagnetiche. Questo prova d’altronde la necessith della posi-
zione (5). L’equazione di eontinuitd (30) & valida sempre purchd sia

L soddisfatta inizialmente insieme con 1’equaziome della divergenza
div B = 4np. Segue, per le (33), che la cinematica definita dalle
L relazioni di scambio deve essere ridotta mediante le equazioni
Py(q) =0,
4
34) divP+1Ep=0,

l’ e quindi mediante la fissazione di due grandezze di eampo e conse-
guente indeterminazione delle coniugate. La prima delle (34) im-
porta dungue 1'eliminazione di P, e di ¢ dall’espressione di H. Tale
eliminazione si ottiene facilmente facendo uso delle (33) e si giunge
cosi alla formola ‘

L _ (85) H= f }q?[—c(a, z;)_g31azo2JqJ'—(4, I)+2ncP2+g%]rotAl’ dq.

Circa la questione dell’invarianza relativistica, osserviamo che
le $=="U + 1V soddisfano alle equazioni di Dirae, mentre le equa-
zioni di Maxwell continuano anche esse a valere con espressioni delle
densitd di earica e di eorrente che obbediscono alla legze di trasfor-
mazione relativistica. Queste due circostanze assieurano che la dimo-
strazione completa dell’invarianza della teoria & gid implicita nei
risultati di Hmisensere e Pauzi (*). Passiamo ora all’interpreta-
zione del formalismo.

4. Sviluppando la U, e analogamente le V, secondo il sistema di
funzioni periodiche gid considerato, troviamo come ovvia estensione
della (22), dopo la cancellazione dei mezzi quanti di riposo

2 I =
(36) H'=3c\/mc?+ h¥y? 21 [B,‘(y)B,.('y) -+ B,’(y)Br’(Y)] ,

riferendosi le B, e B,’ rispettivamente allo sviluppo delle U e V;
le B, eB, e le loro coniugate obbediseono alle consuete relazioni di
1 anticommutabilitd. Introducendo, per ogni valore di y, quattro op-
’ portune funzioni di spin E(y) (s=1, 2, 8,4) a quattro valori com-
plessi e formanti un sistema unitario, si potrd porre

:"-'\}'E Zy % By(YE:(y) + By(y)Es(y) + El(—— Y)Es(y) -+ Ez(""" Y)EAY) i (@),

37

1 = =
| V=75 20| B+ B0+ Bt + B (i) | o)

(*) 'W. Heisensrre ¢ W. Paunl, « Z8. £. Phys, », §6, 1, 1929; 59, 168, 1930.
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essendo inoltre soddisfatte le relazioni
(38) { Ea(7) =§1(—‘ Y)s
Lt =E(—).

Dall’espressione (32) della density di elettricitd segue per la ca-
rica totale :

(39) g=_"% [U*(q)vm)—-V*(q)mq)}dq:
) 2 — — — —
== 22,3 BB )+ BB, ) — B, B a0 — B, ) B
Se si pone . )
B,+iB' B B
(40) Or 1= W? O’.P —_ .\/—2'

le espressioni (86) e (39) dell ‘energia e della cariea si POSSONO por-
tare nella forma

- | B .
{41) H' =3, c\Vmic + Ay % ( 0,010,014 O,.PDSO,.PDB)
r==1
42 — g3 31 g el( el 1 O pos(J pos '1-——
‘( ) Q——G Yr:l - ” Gr _—"2_)“*— T 9 '_—2{‘-‘
2 — —
=%, 3 ( — 0,0+ 0,.poso,pos).
r=1

L’eliminazione dei mezzi quanti di riposo di elettricitd avviene
dungue automaticamente purchg, bene inteso, si esegua prima la som-
matoria interna. L’insieme di (41) e (42) rappresenta osecillatori
equivalenti a un doppio sistema di particelle obbedienti alla stati-
stica di FErMI con la massa di riposo m e la cariea == ¢; le variabili
0,»°% i riferiseono ai positroni e le G, agli elettroni.

L’eliminazione del campo elettrico longitudinale mediante la se-
conda delle (34) presenta difficoltd in una teoria simmetriea per 1’im-
possibilitd di porre p, quale risulta da 1(82), in forma diagonale. Tl
risultato dell’eliminazione & ben moto (per quanto parzialmente illu-
sorio per difficoltd di convergenza) nell’elettrodinamica ordinaria in
cui si pone p=—ed{; ma esso & egualmente noto se si parte da
da p=ed*{ poichs- guest’ultima posizione equivale interamente a
invertire 1'ufficio dell’elettrone e del positrone, conmsiderando que-
st’ultimo come particella reale ¢ D’elettrone ecome «vuotos di posi-
trone. Sembra plausibile che quegli elementi di matrice che risultas-
sero della stessa forma in tali teorie opposte, si debbono conservare
nella teoria simmetrica. Supponiamo dunque di aver proceduto alla
eliminazione della parte irrotazionale di A e P.
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L’espressione (35) di H verrad modificata in due modi: in primo
luogo intendendo eche A e P in questa espressione rappresentino solo
la parte priva di divergenza di tali vettori; e in secondo luogo ag-
giungendo un termine che rappresenta l’energia elettrostatica. Que-
sto termine ha una forma differente nella teoria ordinaria (eleftrone-
vuoto di elettrone) e in quella opposta. Nella prima si ha conser-
vando 1’interazione di ogni paltlcella con se stessa

Han=4 [ 172 g1 Hovala e dadd,
e nella seconda
: 1 o
Han= [[ 7= ¥R @i Te’ dada.

Mediante le (37) e (40) si pud esprimere 1’energia elettrostatica
in funzione delle C. T soli termini eletfrostatici che hanno ricevuto.
applicazione fisica sono peraltro identici nelle due teorie; essi sono
quelli ehe dal punto di vista corpuscolare si laseiano interpretare
come repulsione o attrazione fra particelle distinte della stessa spe-
cie o di specie differente.

Per quanto infine concerne 1’interazione con il eampo di radia-
zione, 1’unica differenza fra la teoria simmetrica e wuella ordinaria
rignarda la eancellazione di eostanti di risultante indeterminata,
relative ai singoli oscillatori, nell’espressione della densitd di eor-
rente; anche qui rimangono invariate le formole di ainteresse ap-
plieativo. '

a—
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I PRESUNTI TERMINI ANOMALI DELIL/S ELIO_

Nota di ETTORE MAJORANA

Suntoe. - Due nuove righe dell’elio mettono capo secondo P. GEraLp KrUcER

@i termini anomali (2p)°P,, ¢ (25)"8,. Il calcolo dellenergia e conside- -

raziont di stabilitd parlano a favore della prima interpretazione. La spié-

gazione della seconda riga é invece certamente erronea per ragioni ener-

- getiche, e appare inoltre improbabile che questa riga sia dovuta all’elio’
atomico. oo

Un"notevole lavoro di KriigEr () ha portato alla scoperta di due
nuove righe dell’elio, A = 320,4A e A = 857,5A, le quali non sono
combinazioni di termini eonosciuti. Li’autore interpreta la prima come
transizione dal termine normale 1s2p®P,;, a un termine accentato
2p2p%P,,. donde sorgerebbe un vero gruppo ppt analogo a quelli noti
in Zn, Cd e Hg ma qiui di difficile risqluzione perché troppo serrato;

" per la seconda suggerisce 1s2s'S, — 252s'S,. Entrambi questi pre- .
sunti nuovi termini 2p2p*P,,, e 25258, sono assai pit alti del limite
normale di He ed & quindi enérgeticamente possibile la ionizzazione
spontanea (effetto AUucEr) di atomi che si trovino in tali stati, libe-
randosi un elettrone con determinata energia cinetica e cadendo
1’altro nell’orbita 1s. Tuttavia non & sempre sufficiente che 1’ener-
gia di un termine cada nel campo dello spettro continuo perché abbia
luogo 1’effetto AUGER, econ conseguente riduzione della vita dello
stato quantico e indeterminazione dell’energia; possono in certi casi
ostare ragioni di simmetria che vietano rigorosamente transizioni
da terniini negativi, cioé piu alti del potenziale di ionizzazione a
termini. dello spettro continuo, se per la conservazione dell’energia
si deve richiedere che essi corrispondano a un elettrone libero e allo
jone in uno stato determinato.

B questo appunto il caso per il termine 2p2p P012 dell’elio e in

genere per la massima parte dei termini anomali negativi fin qui -

osservati e la cui interpretazione non & controversa. Al contrario
il termine 2s2s'8, di cui Kriiger postula 1’esistenza, dovrebbe dar

() P. GueaLp Kriigur, « Phys, Rev.», 86, 855, 1930,



i, MAJORANA - I PRESUNTI TERMINI ANOMALI DELL’ELIO 79

luogo ad un effetto AUaER assai marcato, il cui ordine di grandezza
3 stato stimato da WeNTzZEL (%) e particolarmente da Fugss (?), e tale

da rendere perfettamente osservabile 1’allargamento del termine, o

meglio estremamente difficile 1’individuazione spettroscopica di que-

st ultimo, Questa obbiezione econtro 1’osservabilita del termine 2s2¢*8,

dell’elio non & peraltro decisiva; in realtd i due termini 2s2s'S,, e

. 2p2p'8,, ¢he hanno gli stessi caratteri di simmetria, non esistono
separatamente nell’elio perché la loro mutua influenza & dell ‘ordine

di grandezza della loro separazione e tale sarebbe in qualunque atomo

del tipo elio, anche per Z —»oco. Come combinazione di 2s2s'8, e

2p2p'S, risultano due termini (nel seguito chiamati X e ¥) il pilt

profondo dei quali (X) derivando in modo prevalente da 2s2s'S, pud
assal impropriamente indicarsi con lo stesso simbolo; 1’interazione

dei due elettroni in questo stato & anormalmente piceola poiché anche
in approssimazione nulla (per Z -~ oo) essi tendono a stare in posi-
zioni diametralmente opposte rispetto al nucleo, ed & bene possibile
che 1’effetto AUGER sia qui assai pitt debole di quello caleolato da

FuEes per l’inesistente termine 2s2s8,.

Ma contro . l’interpretazione proposta da KriUeEr per la riga

A ==375,5 stanno obbiezioni di altra natura; le considerazioni che

seguono tendono anzi ad escludere che questa riga sia dovuta all’elio

atomico, poich? la spiegazione 1s2s'S, — 2s2s'S, & inammissibile per
ragioni energetiche, e le altre poche che si possono immaginare com-

patibilmente con la frequenza della riga sono inverosimili per diverse

ragioni. Al contrario nessuna obbiezione pud muoversi all’‘interpre-

tazione della A = 320,4 come 1s2p°P,,, — 2p2p?P,,,; anche il valore

teorico dell’energia di 2p2p®P,,, che si calcola facilmente con un

errore stimato dell’1 % si accorda perfettamente con quello speri-

mentale. '

1. - Se si trascura 1’interazione e le correzioni di relativitd e si
prescinde dalle variabili di spin, da due orbite di guanto totale 2
deriva in campo coulombiano un termine multiplo 16 volte, poiché
ogni elettrone pud porsi nelle orbite 2s o 2pm (m=1,0,—1); la
matrice di perturbazione dovuta all’interazione si lascia spezzare
in matriei di grado 1 e 2, poiché possiamo separare a priori stati con
simmetria differente. Si possono cosi costruire razionalmente come
combinazione delle autofunzioni imperturbate quelle degli stati
282p*P, 2s2p*P, 2p2p*D, 2p2p°P, 2p2p'S, 2s2s'S e per tutti i valori

(h G. WENTZEL, « ZS, f. Phys. », 48, 524, 1927,
() E. Fuss, < Z8, f. Phys. », 48, 726, 1927,
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permessi del quanto magnetico; ad eccezione degli ultimi due tutti
questi stati hanno qualche carattere di simmetria diverso rispetto
allo scambio degli elettroni (singoletti e tripletti) o alle rotazioni spa-
ziali (quanto azimutale) o assiali (quanto magnetico) o alla riflessione
nel centro di forza (termini pari e dispari).

Gli ultimi due, 2p2p*S e 252s*8 hanno invece la stessa simmetria.
Corrispondentemente si otterranno da un’equazione quadratica le
autofunzioni corrette e gli autovalori di prima approssimazione di
due stati X e ¥ che sono combinazioni lineari di 2s2s*S ¢ 2p2p*S men-
" tre gli autovalori degli altri stati sono esprimibili razionalmente me-
diante gli elementi della matrice di perturbazione.

Per un atomo di numero Z con due soli elettroni nelle orbite sud-
5 w A A

in appross1maz1one nulla: BT 2 oF =5
. ;

N . w - Z s 1y ,
in prima approssimazione sara =9+ aZ poicheé 1’interazione

dette 1’ energija &

cresce come Z. La seconda .4pprossimazione pud in parte valutarsi
con il metodo della variazione dell’ unitd di lunghezza (*) che @

qui equivalente all’assunzione di antofunzioni del tipo idrogeno con -

un opportuno Z*; eon questo metodo otteniamo in generale per i ter-
. . Wz .

mini che ci interessano, in luogo di =3 aZ 1’ espressione

pit corretta : '

w VA a?
@ - F=— g+ — g,

che corrisponde a Z* =—=Z — a. I valori di ¢ e i termini caleolati se-
condo la (1) per 1’elio e riferiti all’atomo doppiamente ionizzato sono:

a C v em™!?

Y8 -4—7—_%-2\/8’@ 125300 .

2s2p'P 1529—8 143500

o 2p2p1D %%%_ 145700
2p2p°P & 153300

2s2p3P ' (151 165000

X8 1_1_7_-_12_4& 168800.

128

() Cfr. V. FocK, « Z8. f. Phys. », 68, 855, 1930,
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Prima di discutere la precisione di questo metodo dobbiamo pre-
mettere alcune considerazioni sulla stabilitd dei termini, poichd ter-
mini instabili non appartengono a livelli energetici esattamente de-
terminati. Negli atomi complessi i termini possono dividersi in due
classi da tempo riconosciute sperimentalmente, poiché per i passaggi
radiativi fra termini appartenenti alla stessa classe vale la regola
di selezione AL == =1, mentre per le intercombinazioni AL —
(regola di LiaporTE nel caso di accoppiamento normale). I termini
della prima classe (termini normali nel senso-di WiaeNer (*)) sono pari
o dispari (cioé non cambiano o cambiano segno per riflessione nel nu-
cleo) secondo che I & pari o dispari; i1 termini della seconda (termini
riflesst, secondo WIGNER) sono pari con quanto azimutale dispari o
dispari con quanto azimutale pari. Nell’idrogeno o in atomi con pit
elettroni, se tutti ad eccezione di uno si trovano in orbite s, sono pre-
senti soltanto termini normalr nel senso spiegato. I termini della ta-
bella (2) se sono instabili devono dar luogo a transizioni spontanee
a stati con un elettrone in un’orbita iperbolica e 1’altro nello stato
fondamentale 1s e quindi a stati con simmetria normale; e poiché
senza intervento della radiazione i1 caratteri di simmetria sono inal-
terabili dipendendo da costanti del movimento, concludiamo che dei
termini (2) sono stabili i termini riflessi, instabili per effetto Averr
i termini normali, almeno nell’approssimazione non relativistica,

Ora il solo termine riflesso fra.guelli riportati nella tabella & il
termine 2p2p°P che & pari ¢ ha quanto azimutale dispari, e in con-
seguenza & il solo che abbia un’energia rigorosamente determinata,
sempre a prescindere dall’accoppiamento con il campo di radiazione;
tutti gli altri termini hanno una larghezza apprezzabile dell ordlne
presumibile di alcune centinaia di em—L

2. - La precisione della (1) ¢ differente per i vari termini consi-
derati. Per il termine 2p2p°P che & il pid profondo dei termini ri-
flessi, la determinazione dell’energia con metodi variazionali & un pro-

_ blema di minimo assoluto se le funzioni approssimanti hanno la giusta
simmetria; segue che il valore del termine riportato in (2) rappre-
senta un limite inferiore ¢ possiamo presumere che 1’errore relativo
non sia molto diverso da quello che si commette caleolando con lo
stesso metodo il termine fondamentale 1s1s'S, poichd si tratta in
entrambi i casi di due elettroni in orbite equivalenti di gquanto ra-
diale nullo e inoltre il valore relativo dell’interazione rispetto alla

(1) E. WieNER, « ZS, £. Phys. », 43, 624, 1927,
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grandezza del termine e conseguentemente la correzione relativa do-
vuta alla variazione dell’unitd di lunghezza sono nei due casi poco
diversi. Ora per lo stato fondamentale si trova con questo metodo

729
—_Rv% =q{og = 5,695 mentre: emp1r1camente, e anche teoricamente

w
secondo i caleoli di HyLLERAAS, —ﬁ=5,807 con una differenza

di meno del 2% ; ammettendo nel nostro caso un errore rela-
tivo identico troviamo come valore probabile del termine 2p2p3P:
156350 ecm—! sotto il limite di He™, cifra effettivamente assai pros-
sima al dato sperimentale se l’interpretazione della A = 320,4 & cor-
retta (156000 cm—1).

Per quanto riguarda gli altri termini (2) la loro determmazmne

non & un problema di minimo assoluto poiché esistono infiniti stati -

pitt profondi e infiniti pit elevati aventi gli stessi caratteri di sim-
metria; per questo pud avér luogo una parziale compensazione di
errori; oltre a ¢id questi termini sono « ottus_ii » non hanno ciod una
energia esattamente determinata e il loro ealecolo, come quello che

ho tentato per il termine X e che ricorderd pint avanti, ha senso solo

se non si spinge troppo oltre 1’approssimazione. Ritengo che i valori
dei termini riportati in (2) oltre a quéllo di 2p2p*P rion siano pit er-
rati di qualche migliaio di em™? per i piti profondi (X e 2s2p°P) e di
non molte migliaia per i pit alti. Stando cosl le cose 1’attribuzione
della A = 357,65 all’elio diventa problematica. Secondo 1’interpreta-
zione proposta da KriiGer il termine 2s2s*8 o meglio il termine X
starebbe cirea 191000 em—! sotto il limite di He* e questo valore
& esageratamente lontano da quello teorico (*). A fine di esaminare
le altre possibili interpretazioni, osserviamo che questa riga per la
sua posizione dovrebbe risultare dalla eombinazione di un termine
ordinario dell’elio neutro ¢ di un termine anomalo; d’altra parte lo
spettro disereto dell’elio neutro, eseluso lo stato fondamentale che
non pud entrare in gioco, sta fra cirea 439000 e 470000 em™' sotto
il limite di He* e poichd la frequenza della riga discussa & di circa
280000 em=? dovrebbe esserne responsabile un termine anomalo posto

fra 159000 e 197000 em™=" sotto il solito limite. Ora i soli che soddi-

sfino a questa condizione fra i termini ricordati, e non. ¢ il caso di
prenderne in esame altri che derivino da orbite differenti e sono cer-
tamente troppo piceoli, sono il termine X ¢ il termine 2s2p°P. Che la
__riga A\ = 357.5 sia-combinazione del termine 2s2p*P ¢ di un termine

(!) Una diversa valutazione riferita dall’ Autore non sembra corretta.

~
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normale & ben poco probabile, poichd 1’ultimo dovrebbe avere almeno
quanto totale 4 ¢ sarebbe strano che combinazioni con termini piu
profondi non fossero state osservate; mi limito ad indiecare come pos-
-gibile questa interpretazione se sicuri indizi sorgeranno che questa
riga sia dovuta all’elio atomico. Quanto al termine X, esso potrebbe
fornire per la spiegazione della A == 357.5 una combinazione con un
termine normale di quanto totale 3 e la piti probabile, perché la sola
che soddisfa alle regole di selezione, sarebbe X — 1s3p’P; in questa
ipotesi il valore del termine X sarebbe di eirea 171300 em—" cioé non
-eccessivamente discosto da quello indicato nella tabella. Assumendo
come autofunzione per lo stato X :

[o -+ (3(7‘1 1) Y1y B(T Ty —+ Yy Yp 28, )]t )

-che si riduce all’autofunzione imperturbata per certi valori delle co-
stanti, e determinando invece queste con il metodo variazionale, il
valore del termine X risulta di circa 168500 em™—' <¢iod ben poco
-diverso da quello calecolato mediante la (1), benché il numero di
parametri softoposti a variazione sia ora notevolmente maggiore, e
ancor meno in accordo con 1’ipotesi 1s8p'P — X. E poichd questa &
per suo conto scarsamente verosimile anche per 1’assenza della riga
‘1s2p'P — X e le altre possibili interpretazioni non esaminate par-
‘titamente sono anche pifi decisamente da rigettare, concludiamo che
Vattribuzione della riga A = 357.5 all’elio & ancora dubbia benchd gli
aceorgimenti sperimentati sembrino garantirla; e non pud sostenersi
genza ulteriori ricerche.

—
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TEORIA DEI TRIPLETTI P' INCOMPLETI

Nota di ETTORE MAJORANA

Sunte. - I pia noti tripletti anomali posti sopra il limite delle serie normald
sono stabili se si trascurano le correzioni relativistiche. La presenza det
momenti magnetici intrinseci determina una leggera instabilitd che solo
in circostanze eccezionali pud assumere importanza quantitativa. Le con-
diziont a cid mecessarie sono soddisfatie per la componente j = 2 dei tri-
pletti anomali di Zn, Cd ¢ Hg; Pesperienza conferma che la componente

~

°P, di questi tripletti ¢ assente o indebolita.

Nello spettro del caleio sono noti cingue gruppi ciaseuno di sei
linee che sono combinazioni del termine 1s2p®P,,, (numeri correnti
empiriei) eon una sucecessione di tripletti 3P’,,, che si lasciano ordi-
nare in serie; ma il limite di questa serie corrisponde a Ca™* con
D’elettrone esterno nell’orbita 3d e non nell’orbita fondamentale 1s,
come accade per le serie normali, e questa ed altre circostanze ob-
bligano ad attribuire ai tripletti P’ del caleio la configurazione
3dnd®P,,, (n=23, 4, 5,....). Si tratta dungue di stati con entrambi
gli elettroni eccitati. Cid che vogliamo qui rilevare a proposito di
tali termini anomali del ealcio, & solo che parte di essi stanno al di
sopra del potenziale di ionizzazione, nel campo dello spettro continuo,
e ¢i0 nonostante sono stabili, non danno cioé luogo a una ionizzazione
spontanea apprezzabile. Questo fatto non ha nulla di strano, poichd
sarebbe facile dimostrare che nell’approssimazione non relativistica
i detti termini hanno tali caratteri di simmetria che le transizioni allo
spettro continuo sono rigorosamente vietate. Ma in altri elementi e
precisamente in Zn, Cd e Hg sono conoscinti tripletti P’ oltre il po-
tenziale di ionizzazione che dovrebbero essere stabili per le stesse ra-
gioni, ma nei quali manca la componente P’,, mentre P’, e P/, sono
state osservate. Questi termini di Zn, Cd e Hg sono analoghi a quelli
del calcio ora rlcordatl, benché derivino da configurazioni differenti
(pp in luogo di dd), e perch® in quelli manchi una componente, e
precisamente P’,, ¢ quanto qui ei proponiamo di studiare. L’ipotesi
affacciata da Foorg, TarAMINE ¢ CHENAULT (%), limitatamente a Cd, e

(*) P. D. FoorE, T. TARKAMINE ¢ R. L. CHENAULT, ¢ Phys. Rev. », 26, 174, 1925,
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anche per spiegare certe anomalie di intensitd, che il termine P,
esista, ma sia accidentalmente cosi prossimo a P’, da renderne im-
possibile la risoluzione, non mi sembra sostenibile, sia perché di
troppo contraddice alle regole dell’accoppiamento normale, sia per-
ché & smentita dalla mancanza dei termini analoghi, di Zn e Hg. Vo-
glio ancora notare che per Zn, esattamente al posto delle righe man-
canti °P", — P, e °P’, — P, SAwyYEr (') pose due linee D, —?3P, ¢
D, — P, piu deboli e di aspetto ditferente da quello delle quattro
linee restanti del gruppo P P, essendo D, uno degli stati che deri-
vano da due orbite 2p; secondo la presente teoria le righe di Sa-
WYER S0no inveece precisamente le righe P/, — 3P, e 3P, — *P, che
completano il gruppo P P’, indebolite perché il termine *P’, & instabile
per effetto AUGER, e questo & dovuto all’interazione fra spin e orbita;
al contrario righe che fanno capo al termine D, non devono essere
osservabili perché la instabilitd di questo termine & assai maggiore,
non ostandovi i suoi caratteri di simmetria anche se si prescinde dal
momento magnetico degli elettroni.

1. Da due orbite 2p equivalenti derivano senza elettrone rotante
i termini D, ?P e 'S (gli indiei di molteplicits -indicano solo sim-
metria o antisimmetria delle autofunzioni dei baricentri) la eui sepa-
razione dipende in prima approssimazione da un unico parametro
e pud calcolarsi con il metodo di SuaTeER (2); si trova che *P & il piu

3
profondo, 1§ il piu alto, e che la distanza 'S —*D vale 5 della di-

stanza D — *P. Per cid che riguarda il valore assoluto della sepa-
razione, possiamo stimarne 1’ordine di grandezza, usando autofun-
zioni approssimate. I risultati di questo metodo si accordano bene
con quanto si osserva, ad es., nei termini profondi del silicio; ma vi
sono dei casi in cui la prima approssimazione & insufficiente, e citiamo
il magnesio dove sono conosciuti il termine (2p)*°P,,, e, se un’inter-
pretazione di SAwYER (®) & corretta, anche il termine (2p)*D,. Qui
il termine 11, & effettivamente pit alto di °P,,, come vuole il metodo
di SLATER, ma la separazione & solo di aleune centinaia di em=! non
di aleune migliaia come quel metodo farebbe prevedere; 1’anomalia
puo forse essere spiegata con 1’'influenza prevalente dello spettro con-
tinuo, specie dello « stato virtuale s (8d)*D, sul termine (2p)'D,.
Ragioni analoghe possono valere per i termini (2p)**P,,, ¢ (2p)*D,

NS N

. A. SAwYER, « Journ. Opt. Soc. », 18, 431, 1926.
. C. SrATER, ¢« Phys. Rev. », 84, 1293, 1929,
. A, SAwYER, loc. cit.,

===
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di Zn, Cd e Hg, ma qui si tratta di termini che sono sopra il limite
di ionizzazione, e non considerando il momento magnetico dell’elet-
trone, solo il primo & stabile, perché & un termine riflesso (1) mentre
gli stati dello spettro continuo appartenenti alla stessa energia hanno
simmetria normale; (2p)*'D, & al contrario esso stesso uno « stato
virtuale » nel senso di BEck (*), e la sua energia,non esattamente
definita, & poeo maggiore di quella di (2p)**P,,,. L’interazione fra
momento intrinseco e orbitale di ciascuno dei due elettroni stabilisce
perd una mutua influenza fra lo stato virtuale (2p)*'D, e quella com-
ponente di (2p)**P,,, che appartiene allo stesso valore del quanto
interno (j =2); e la conseguenza & che anche *P, diviene instabile,
potendo dar luogo a una ionizzazione spontanea che significa passag-
gio senza radiazione da tripletti a sinsoletti. La vicinanza di uno
stato virtuale con opportuni caratteri di simmetria & necessaria solo
perché 1’effetto Auger assuma importanza quantitativa, ma anche
quando quello manca ecome per la componente *P,, o & abbastanza
lontana, come lo stato virtuale (2p)*'S, per la componente 2P,, dob-
biamo aspettarci una leggera instabilitd, e questo pud spiegare le
anomalie di infensitd osservate nelle righe superstiti del gruppo PP’.
Premettiamo pertanto aleune considerazioni generali sull’influenza
dei momenti magnetici intrinseci in tutti gli stati *D, *P, P, *P, '8,
che derivano da due orbite 2p. Traseurando, come & lecito per numeri
atomici sufficientemente alti, I’interazione magnetica fra i due elet-
troni, e solo pertanto in conto l’interazione fra il ecampo elettrico
costante dovuto al resto atomico e i momenti magnetici degli elet-
troni in movimento, cioé il cosidetto accoppiamento fra spin e or-
bita, la perturbazione si pud far dipendere dalla hamiltoniana:

ey H = f(r\)(s,, M,) + fir,)(sy, My)

essendo s;, 8, e M, M, i momenti intrinseei e orbitali dei due elet-

troni, che per semplicitd supporremo misurati in unita o © f(r) una

. . . ’ 1dv . .
funzione del raggio proporzionale a - Scegliamo come sistema

di coordinate quello in cui ’energia imperturbata & diagonale e am-
mettiamo ancora che con sufficiente approssimazione le autofunzioni
imperturbate possano essere espresse come combinazioni lineari di
prodotti di autofunzioni dei singoli elettroni, rappresentanti stati
stazionarii individuali in un conveniente campo centrale. Giova allora

(1) E. WIGNER, 48, 624, 1927,
(%) G. BECK, « Z8S. f. Phys. », 62, 331, 1930,
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rappresentare la matrice di I come somma di prodotti delle matriei
f(ry) e f(ry), facilmente valutabili mediante quadrature, per le ma-
triei (s,, M,) e (s,, M,), le quali ultime sono in detta approssimazione
matrici costanti, che legano ciog solo stati con uguale energia, poiché
tali sono separatamente s,, M,, s, ¢ M,; ma & da notare che funzioni
dipendenti dalle coordinate di un solo elettrone, quali f(r,), s,, M,
ete. non sono grandezze fisiche, e possono formalmente riguardarsi
come tali, ed esprimersi con matrici, solo se si rinunzia al principio
di PauLr e si considerano anche autofunzioni complete non antisim-
metriche, Lia complicazione che ne risulta non & eccessiva nel caso
di due soli efettroni, poiché qui un solo carattere di simmetria non
Paulistico resta da considerare: quello delle autofunzioni simmetri-
che. Ai termini gid indicati dobbiamo ancora, ad es., aggiungere i
seguenti che derivano da due orbite 2p, e che chiudo in parentesi per
indicare che non soddisfano al principio di Pavrt (3D,,,) (*P,) (®8,).
In tutto per i singoli valori di j troviamo:

J=3:(’Dy)

j=2:'D,, *P;, (*D,)
| §=1:1P,, (D, (P, (8)
L J=01%P, 18,.

(2

Poiché ognuno di questi stati & degenerato (2§ + 1) volte abbiamo
in tutto naturalmente 36 stati, ogni elettrone potendo essere in 3
(degenerazione orbitale) X 2 (degenerazione intrinseca)==6 stati
differenti, e il principio di esclusione & inattivo, Le matrici (s,, M,)
e (s, M,) che legano fra loro, e in prima approssimazione soltanto
fra loro, gli stati (2), si costruiscono direttamente con artifici su eui
lo spazio mi vieta di fermarmi. Se riferiamo righe e colonne aj vari
stati nello stesso ordine in cui questi sono riportati in (2), tali ma-

triei sono

. 1.

J=38 (81, M) = (8, My) =35
o L Vs o L V8
av2 ov9 2v2  2V2
. 1 1 V3 1 1 V3
___.2 S ) M = - = A ’M | — - —
J (s, 1) oV 4 ) (s, %) 2V5 i 1
_ Vs Vs 1 L |V8 Vs 1
ove 4 4 oVa 4 4




j:l (sl)‘Ml) -

(82, Mz) =

.7.‘20 (815

M)y =(sy, My) =

1 Vb
~1
) 3
avV3 4

1 Vb

1
_V._?’_ 0

1 Vs
-1 ~ s

5 3

43 4

1 5
T oVa 2Ve

1
Vg 0

2V3 V3
V5
2V8

T 2V3 V3
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-1 1

By
2V6

1
O

Queste equazioni devono intendersi ripetute per ogni valore per-
messo del quanto magnetico. Dedueiamo le seguenti espressioni di H¢
per le componenti del tripletto P’:

HP, = f("'l)’*‘f(rz) ;Pz

+ f(’rl) +f(7'2) ]D2 + VE_; f(/rl)zf(/rﬁ) (3Dz)

2v2 |
H3p, = MSP VBM@D Y e
. l' V“' 1
@ . ‘- L, fr) fir) —flry) [ ) = fr) g
ovz ! V3 1
H3P __ [+ f(ry) ip L, [+ firs)
o 2 0 Ve - 0

I quadrati dei coefficienti dello sviluppo di H¢ che si riferiscono
a stati dello spettro continuo aventi la stessa energia di ¢ sono pro-
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porzionali, in valore assoluto e in prima approssimazione, alla pro-
babilitd di ionizzazione spontanea, secondo la formula.di WeNTzEL (*).
I vari addendi nei secondi membri di (3) sono funzioni pari e quelli’
che appartengono a L =1 sono ortogonali agli stati dello spettro
continuo aventi l’energia del tripletto P, perché tali stati risultano
da un elettrone 1s e uno in un’orbita iperbolica e possono essere,
o pari con L=290, 2, 4, ..., o dispari con L==1, 3, 5, ..... Gli altri
termini nei seeondi membri di (3) sono normalmente quasi ortogonali
agli stessi stati dello spettro continuo, a causa della diversa dipen-
denza angolare' ¢ lo sarebbero esattamente trascurando la polarizza-
zione; oltre a ¢id portano a fattore f(r) che & dell’ordine degli effetti
relativistici, e poiché 1’effetto Augmr dipende dal quadrato delle
componenti utili di H, concludiamo che esso.& ordinariamente assal
debole per termini del nostro tipo. Le cose cambiano se & presente
uno stato virtuale con energia poco diversa, come *D, per la compo-
nente *P,. Anche 1§, & uno stato virtuale che potrebbe influire sulla
stabilita di °P,, ma & troppo lontano e la distanza & accresciuta dagli
effetti relativistici. Tornando a D, questo stato pud essere desecritto

con una autofunzione la cui dipendenza dal tempo. & della forma
2ri t 2ni

gt - —
P h e 2T:e h

h : _
essendo B —=E, + iy o autovalore com-

plesso; questa espressione di ¢ vale naturalmente solo se entrambi
gli elettroni si trovano in una regione dell’ ordine delle dimen-
h
sioni atomiche. Supponiamo ora che 1’ indeterminazione @ = g7
dell’energia di ®P, e la distanza d fra E, e l’energia di *P, (incluso
il termine diagonale della perturbazione H) siano piccoli rispetto al va-

. . . . 3 — -
lore (negativo) del termine; introduciamo ancora A -=—= 5 fir), essendo

il valore medio f(r) preso su un’orbita 2p, che rappresenta la sepa-
razione energetica fra le ‘componenti estreme del tripletto normale
1s2p°P,,, 0, ¢id che in prima approssimazione & lo stesso, la separa-
zione del tripletto anomalo (2p)*P,,. Supponiarpo ancora A piccolo
nello stesso senso. Allora si pud usare un formalismo assai semplice,
la cui giustificazione non sarebbe difficile fondare sulle proprietd
di quelle soluzioni periodiche appartenenti a una stretta regione
dello spettro continuo, secondo cui lo stato virtuale D, arbitraria-

N

mente limitato & praticamente sviluppabile; lo studio dell’influenza

(*) G. WENTZEL, ¢ ZS. f. Phys. », 48, 524, 1927,
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di D, su P, & ridotto ad un ordinario problema di perturbazione,
e si tratta di trovare gli autovalori (complessi) e gli autovettori (non
ortogonali) della matrice:

D, | d— at V—32A’
P, V—_32A 0 \

Il coefficiente dell’immaginario nell’autovalore pertubato di *P,
misura con il suo valore assoluto 1’ indeterminazioné dell’ energia

(semilarghezza) di questo stato, e diviso per In da la probabilitd di

. . . LR . ] N .
ionizzazione spontanea nell’'unita di tempo. Se A & abbastanza piccolo
di fronte a Vd* + a? e questo potrebbe anche non essere il caso reale,

?

la semilarghezza del termine P, vale % &%? a®; per ¢ — 0 questa
formola & evidente perché indica che per avere la probabilita di ioniz-
zazione di *P, basta moltiplicare quella di *D, per il rapporto in cui
1D, entra in P, perturbato, secondo la comune teoria delle perturba-
zioni. Per grandi valori di a, cioé per grande instabilitd di *D,, 1’in-
stabilitd indotta in P, torna a diminuire dopo aver toceato un mas-
simo, e questo & da intendere nel senso che uno stato D, eccessiva-
mente instabile cessa di essere « uno stato virtuale », la cui presenza
& in ogni easo necessaria perché 1’effetto Avger del termine (2p)2*P,
assuma importanza quantitativa.
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